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L’ALGÈBRE D’AL*KHÀRIZM1 


BT 

LES MÉTHODES INDIENNE ET GRBCQUE. 


«S»0« 


Ii est admis à peu près universellement parmi les 
historiens des mathématiques que Mohammed ben 
Mouça Al-Khâmmi, chargé par le khalife Al-Mâ- 
moun d’initier les Arabes à la science mathématique 
telle que la possédaient les Hindous, a fidèlement 
rempli sa mission et consigné dons scs écrits les 
principes et les méthodes de cette science, et c’est 
persuadés do la légitimité de cette croyance que les 
savants qui se sont le plus occupés de l'histoire du 
développement des mathématiques sous l’influence 
des Orientaux, Woepcke, Sédillot, MM. Cantor.Th. 
Henri Martin et autres 1 , se sont crus autorisés a 

1 Je ne nomme point ici M. Chasles, bien que scs travaux sur 
l’histoiru (Je$ mathématiques soient sans conteste les plus justement 
estimés, parce que, comme il ne possède pas les langues orien* 
taies, ni même quelques-unes des langues modernes de l'Kurojio 
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apprécier les méthodes indiennes d'après les ouvrages 
d’Al-Khârissmi qui sont parvenus jusqu’à nous. 

Ces savants, du reste, avaient été confirmés dans 
leur opinion par les notes dont Rosen a accompagné 
son édition, faite à Londres en j83 1 , de l'Algèbre 
de Mohammed ben Mouça. Dans ces notes en effet, 
il cite parfois, en sanscrit, des passages empruntés 
à l’Atchârya 1 Bhâskara, lesquels sont assez bien d’ac¬ 
cord, ou du moins paraissent l’être 9 , avec les doc¬ 
trines et les procédés de l’auteur arabe. Ils ont cru 
sans doute, en voyant ces citations faites dans le lan¬ 
gage original par Rosen, celui-ci au courant du sys¬ 
tème des Indiens, et ils ont accepté de confiance 
toutes ses assertions, qui se trouvaient d’accord, du 
reste, avec la tradition musulmane. 

Il n’eût pourtant pas été difficile aux écrivains 
dont je parle de se faire une idée oxaote des mé¬ 
thodes indiennes en se reportant tout simplement 


dans lesquelle» ont été écrit» plusieurs ouvrages contenant ies docu¬ 
ments originaux de la question, il a dû «‘en rapporter au témoi¬ 
gnage d autrui, et les reproches que j'adresso à «es conseillers ne 
sauraient luiélre adressé» personnellement. 

* On nomme habituellement cet auteur BkûtharAtchdrya, et c’esjj 
ainsi que Colebrooke lu désigna dans son Algebra of lAt Hindou. 
Mais ttedrya n'est qn'un titre honorifique qui signifie quelque 
chose comme (docteur s, et U convient de débarrasser de celle finale 
encombrante le nom de noire personnage, qui devient bien plus cou¬ 
lant sous sa forme simpio Bhiiltara. 

’ Jo reprends plu» loin une de» citations do Rosen, celle qui con¬ 
cerne la résolution de l’équation trinôme du second degré, et je ibis 
voir que, mémo dan* lo texte dont il s'agit, l’auteur empioiu cer¬ 
taine» expression» qui sont purement indiennes, nullement arabes. 
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au bel ouvrage de Colebrooke : India h Algehru with 
mensuration, où se trou veut traduits avec une très- 
grande exactitude scientifique, et expliqués au moyen 
d’emprunts fort judicieux faits aux commentateurs 
indigènes, les traités authentiques de Bhâskara 
(xu* siècle) et de Brahmagoupta (vm e siècle), ce 
dernier un peu antérieur par conséquent à Al- 
Khârizmi. Ils n'auraient pu manquer de recon¬ 
naître, comme je l'ai fait moi-même, que les cita¬ 
tions de Rosen, et en particulier celle qui concerne 
la résolution de l'équation trinôme du second degré, 
sont empruntées non pas au Traité d’Algèbre ( Viju- 
qanita) de Bhâskara, mais à la Ltlâvati, c’est-à-dire 
au Traité d’Arithmétique dédié à une femme 1 par 
cet auteur, traité qui ne devait, par conséquent, 
fournir qu'un procédé rapide, empirique, méca¬ 
nique même si l’on veut, pour atteindre rapidement, 
arithmétiquement, à la solution de problèmes ^ont 
l’énoncé donnait lui-même l'équation à résoudre*. 
Dans le Vija-ganita ils auraient rencontré, expliqués 
dans le plus grand détail, des procédés de prépa¬ 
ration et de résolution de l’équation du second 
degré entièrement différents des procédés suivis parles 


' Llldoatt , qui sert de titra au traité d'arithmétique do Bbéskara, 
veut dire « charmante ». Leu énoncés de problèmes donnés dam cet 
ouvrage sont adressés tous è une femmo & qui l'auteur prodigue les 
plu» gracieuses épithètes dont le vocabulaire de ht galanterie orien¬ 
tale est si riche. 

* Tout ceci sera démontré plus loin lorsque j'étudierai ce procédé 
do résolution, afin do Taira ressortir ios notions d'une généralité 
étonnanla que possédaient les mathématiciens indiens. 
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Arabes et particulièrement par Al-Khârizmi, leur 
maître à tous; et en voyant ces mêmes procédés et 
les méthodes qui y conduisent se retrouver au moins 
en germe (le laconisme du texte ne permet pas d’y 
voir davantage, mais ce germe porte bien déjà tous 
les caractères spécifiques propres à le faire recon¬ 
naître) chez Brahmagoupta, ils auraient, je n'en 
doute pas, été convaincus comme moi que Mo¬ 
hammed ben Mouça Al-Khârizmi n'a nullement con¬ 
signe dans son Traité d'algèbre le principe de la 
science mathématique telle que la possédaient ses 
contemporains de l'Inde, et nous pouvons même 
ajouter ses prédécesseurs, aujourd’hui que la pu¬ 
blication par M. Kern d'un ouvrage d'Âryabhata 
(vi* siècle) 1 nous donne le moyen do vérifier que 

' Nom connaissons aujourd'hui très-oxactement l'âge d’Âryabha(a 
par le distique suivant inséré au chapitre ut do Pi r^abhaftyam, 

wR3«hi fsfstrfrr^Rïiwïg«rcrssrôt•*fft?rr: utott 

Shafly-abtUnim thaijir yadi vyattti» 
trayaç çajaja-pâdit, 

Try-adhikd vinfàtir aidât, tadi-iha 
marna janmam 'UUt. 

Quand soixanto lois soixante ans 
Et trois youges ont sonné, sans doutnnce 
J’ai pu compter vingt et trois ans 
De ma propre existence. 

L auteur était donc ne en fan 36 oo — a 3 3377 du kaü*youga. 
Or t’èro actuelle des Indiens, qui répond à i’an 78 de notre ère, 
a commencé, suivant Brahmagoupta cité par Coicbrooke (Intro- 



déjà ce patriarche des mathématiciens indiens possé¬ 
dait les mômes notions, et sur bien des points pra¬ 
tiquait les mômes procédés que nous voyons déve¬ 
loppés et expliqués de plus en plus clairement par 
ses successeurs et disciples. 

Je me propose, dans les pages qui vont suivre, 
d’établir ce fait d’une façon irréfutable en ce qui 
concerné les principes de l 'algèbre. J'aborderai peut- 
être un jour une démonstration analogue pour 
f arithmétique, et particulièrement le calcul des frac¬ 
tions; mais je n'ai point encore entre les mains les 
documents nécessaires, entre autres le Traité Algo- 
rismi de numéro Yndorum qui contient, dit-on, la 
doctrine de Mohammed ben Mouça sur cette science. 
Pour le Traité d’algèbre, nous possédons le texte 
arabe, en une édition assez imparfaite, il est vrai 1 , 
mais enfin que nous pouvons regarder comme suffi¬ 
samment authentique pour en conclure les méthodes 
et les notions scientifiques de l'auteur. Aussi ai-je 

duction, p. xliij), en l'on 3 17g du kaii-youga, dont la première 
année tombe doue en 3ioi ou 3 ios avant J. C.; par suite, Aryabhafa 
est né en 3577 — 3 102 ou 47S de notre èro, et a pu commencer à 
écrire & partir do l'an 5 oo. I.e journal de l'Ecole polytechnique 
contiendra, dans son prochain numéro, un essai do traduction du 
chapitra n do l'Aiyabhaftja où sont es poses les principes d'arilhmé- 
tiquo, de géométrio et d'algèbre rédigés par cet antique auteur. 

1 On sait que cette édition a été faite par ltesen d'après un sent 
manuscrit tellement peu soigné qu'il no portait même pas les points 
diacritiques, c'cslù-dire (j'ajoute ceci pour la satisfaction des lecteurs 
qui ne connaissent peint l'écriture arabe) les points à l'aide desquels 
on distingue, par exemple, un b d'un t, d'un ih, d'un n ou d'un y, 
un »• d’un t, un/d'un f. etc. J'aurai plus loin à tirer argument de 
cette imperfection du texte. 
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choisi ce traité pour en feire l'objet de ma première 
étude critique. 

Je passerai successivement en revue les points sui¬ 
vants : 

T Manière do considérer et de traiter les termes '! 
affectés des signes + et — qui entrant dans les ex¬ 
pressions algébriques ; -l 

a 8 Moyens employés pour passor de l'équation 
primitivo d'un problème, c'est-à-dire de l’énoncé tra¬ 
duit en langage algébrique, à l'équation finale, celle 
d’où, par un procédé quasi mécanique, le même 
pour tous les problèmes, on tira la valeur de l’in- 
connue; 1 

3“ Mode particulier do résolution de l'équation 1 
complète du second degré ; ^ 

4" Interprétation do la doubla solution do cette 1 

équation dans le cas où elle en a doux positives. 

Je ne m'occuperai que des problèmes à une seule 
inconnue, puisque Al-Khârizmi n’a pas abordé dans 
son livre de questions où il en entre plusieurs. 

J'exposerai d'abord les doctrines de Mohammed 
ben Mouça sur chacun de ces points, en citant tou¬ 
jours à l’appui le texte original, et discutant, toutes 
les fois que la chose me paraîtra nécessaire, la valeur 
des termes dont il fait usage. Ceci me paraît d’une 
grande importance : les expressions choisies par un 
écrivain créateur, comme ÀI-Rhârismi, d’un voca¬ 
bulaire scientifique, permettent souvent d'apercevoir 
quelle est au fond l'idée qui la conduit au choix de 
ces expressions, et, par conséquent, de. sc rendre 



—M*( il 

compte, jusque dans les plus intimes détails, de ses 
notions scientifiques, Je démontrerai ensuite, par 
des citations empruntées à Bhâskara, que l'École in¬ 
dienne avait, sur les points en question, des ma¬ 
nières de voir et des pratiques entièrement opposées 
à celles de l'auteur arabe. Je montrerai que ces ma¬ 
nières de voir et ces pratiques existaient déjà dans 
l’école du temps de Brahmagoupta, et môme d’Ârya- 
bhata, et par conséquent qu'Al-Khârizmi eut pu, s’il 
en avait pris la peine, s'assimiler ces notions. Pour 
les extraits de Bhâskara et d'Âryabhata, je pourrai 
donner également le texte original ; j’aurais bien dé¬ 
siré, pour les motife exposés plus haut, pouvoir en 
faire autant à l'égard do Brahmagoupta; mais par 
malheur le seul manuscrit renfermant l’ouvrage de 
cet auteur (le Drahma-SiddhMa) que nous possé¬ 
dions à Paris s'arrête à la fin de la seizième section, 
et c'est dans la dix-huitième seulement que se trouve 
le Traité d’algèbre. J'ai donc dû rao borner à faire 
mes citations d'après la version anglaise de Cole- 
brooke, dont l’exactitude n’est pas douteuse, ainsi 
que j’ai pu m’en convaincre d’après les parties dont 
je possède le texte original, c’est-à-dire tout l'ouvrage 
de Bhâskara et les chapitres de Brahmagoupta lui- 
mêrne relatifs à l’arithmétique et à la géométrie. Seu¬ 
lement, comme l'anglais de Colebrooke n’est pas 
l’œuvre même de l'écrivain indien, je me bornerai 
à en donner tout de suite la traduction française. 

Je dois avertir aussi que dans mes citations d'Al- 
Khârizmi je me permettrai souvent, pour raccourcir 
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sou texte un peu trop prolixe, d'employer la nota¬ 
tion des nombres en chiffres, et de faire usage des 
signes algébriques retrouvés par Woepoke dans deux 
manuscrits de l'auteur espagnol Al-Qalçâdi, sur les¬ 
quels il a publié une notice étendue dans le Jour¬ 
nal asiatique en i854. Je m’en servirai uniquement 
parce que ces signes sont adaptes à 1 écriture arabe 
au milieu de laquelle ils ne jurent pas, et qu'ils me 
fournissent le moyen, je le répète, d’avoir un texte 
plus court et plus facile à lire* 

La comparaison que j'établirai, comme il vient 
d’être dit, entre les notions scientifiques d’Al-Khâ- 
rizmi et celles do l’école indienne démontrera sans 
peine qu’il n'appartient pas à oette dernière. Mais ce 
n’est pas là la seule chose que je prétends prouver : 
je veux faire voir encore qu’il est purement et sim¬ 
plement disoiple de l’école grecque; et à cet effet, à 
la suite de chacune des questions énumérées ci- 
dessus, je citerai également des textes empruntés 
à Diophante, et se rapportant aux mêmes sujets. 
L’identité absolue des manières do voir et des mé¬ 
thodes de i'algébriste alexandrin et do celles do l’au¬ 
teur arabe démontrera, je l'espère, la vérité du se¬ 
cond oôté de la question que je désire établir. 

Et à ce propos, qu’on me permette d'exposer ici 
ma profession de foi sur deux points de l’histoire do 
la propagation des mathématiques : 

i° L'influence des Grecs sur la civilisation in¬ 
dienne postérieure à notre ère est un fait historique 
tellement bien établi qu’il n’est plus possible de le 
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nier aujourd’hui, et, dans l’état actuel de nos con¬ 
naissances, on doit penser que des notions importées 
de la Grèce ont servi de base aux mathématiques 
comme à l’astronomie telle que nous la voyons traitée 
par les auteurs indiens dont les ouvrages sont arrivés' 
jusqu'à nous, Mais tandis que les Grecs étaient on 
géométrie d'une force qui nous étonne tous les jours, 
et en calcul les ignares que l'on sait, pour qui une 
simple multiplication était une tâche des plus pé¬ 
nibles, les Indiens, au contraire, ont été peu habiles 
géomètres, même après les leçons qu'ils ont pu re¬ 
cevoir des Grecs, tandis qu'ils ont eu pour le calcul 
une disposition naturelle toute particulière, ainsi 
qu’il ressort des exemples bien connus de calculs 
compliqués effectués par eux à des époques qui re¬ 
montent jusqu'à une antiquité quasi légendaire. Les 
premières notions de l’algèbre leur ont été égale¬ 
ment, je l'admets jusqu'à plus ample informé, ap¬ 
portées de ia Grèce, et je pense en avoir retrouvé 
un indice dans l'emploi de quelques termes tech¬ 
niques que je relèverai plus loin. Mais tandis que 
les Grecs ne faisaient rien, même en algèbre, sans 
le secours de ia géométrie, et qu'en particulier ils 
n'étaient arrivés à la résolution de l'équation du se¬ 
cond degré que géométriquement, les Indiens au 
contraire ont donné, et de très-bonne heure, au côté 
purement spéculatif et abstrait du calcul un déve¬ 
loppement des plus remarquable; il s'est formé une 
véritable École indienne qui a perfectionné et simplifié 
les opérations de l'arithmétique, et introduit en al- 
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gèbre des conceptions d’une généralité et d'une élé¬ 
vation que nous sommes tout étonnés do trouver chez 
eux à une époque oit l'Occident tout entier se traî- 
uait encore dans des considérations étroites et abso¬ 
lument terre à terre. Ces idées leur seraient-elles 
venues, soit directement, soit par l'intermédiaire des 
Perses, de Babylone où les découvertes modernes, 
d'accord avec la tradition historique, nous font en¬ 
trevoir que les connaissances mathématiques avaient 
atteint déjà un degré do perfectionnement assez re¬ 
marquable? La chose est possible v mais en tout cas 
les Indiens auraient su s'assimiler ces connaissances 
et nous les conserver, ce qui constituerait à soi seul 
un assez beau titre de gloire pour l'école indienne. 

a“ On a fait valoir en faveur de l'origine indienne 
de l’algèbre d’Al-Khârizmi ce fait que Diophante, le 
seul auteur grec à nous connu qui ait écrit sur cette 
science, n’a été traduit en arabe quo postérieurement, 
à Mohammed ben Mouça. Mais d’abord, de ce que 
Diophante n'était pas traduit en arabe, il n’en résulte 
pas d’une manière absolue qu’il n’ait point été connu 
dans l'empire des Khalifes, et notre auteur aurait 
pu lire ce traité soit en syriaque, soit peut-être en 
pehlevi, soit même en grec. Puis, d'un autre côté, 
il est bien établi aujourd'hui que Diophante n’est pas 
l'inventeur de l’algèbre : son livre n’est pas un traité 
didactique d'un art nouveau, mais simplement une 
application de cet art à la solution de certains pro¬ 
blèmes de la théorie des nombres, et les éléments ial- 
yèbre qui se trouvent dans son introduction ne sont 
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et ne peuvent être qu'un de ce» résumés, de ces rap¬ 
pels de la méthode que tous les auteurs, mémo de 
110 s jours, sont dans l’usage de faire figurer en tête 
de leur livre pour venir en aide à la mémoire du 
lecteur. Il n’estdonc pas impossible que les principes 
de l’algèbre grecque aient été connus des Arabes, et 
surtout des Persans bactriens au milieu desquels était 
né, comme son surnom l'indique, Mohammed ben 
Mouça Al-Khârizmi. Quoiqu’il en soit, sa méthode 
est purement grecque : c'est un fait qui s’impose 
avec toute la brutalité ordinaire d’un fait. 

Ces préliminaires établis, j'aborde l'étude des dif¬ 
férentes questions que j’ai énumérées plus haut. 

1 . 

manièhb de considérer et de TRAITER IBS termes affectés 

DBS 81QN8S -+- ET —. 

Mohammed ben Mouça, Qn l'a déjà remarqué bien 
des fois, ne donne pas de règle générale pour établir 
l’équation d’un problème et en dégager la valeur de 
l'inconnue ; mais nous allons voir, par l'étude des 
exemples que je vais citer, qu'il suivait exactement 
la règle formulée plus tard par ses successeurs, règle 
dont je donnerai on son lieu l’énoncé d'après Bchâ 
ed-Dîn, et qui se retrouve chez d'autres auteurs 
cités par Woepcke dans ses travaux. Mais après avoir 
exposé la manière d'effectuer les quatre opérations 
fondamentales ( énumérées dans l’ordre suivant : mul¬ 
tiplication, addition et soustraction, division) sur des 
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expressions contenant des inconnues ou des radi- 
eaux, il passe à la définition des «six problèmes» 
oivJI JÎL4I ou des «six cas» X&Jl , savoir: 

<tû?c=bx ax 2 +6 jî= c 

flX 5 «=>C ftX 8 + C = l)X 

bx bx +C ==«Æ* 

et à la démonstration géométrique (une démonstra-- 
tion spéciale pour chaque cas) de la manière d’en 
dégager la valeur de l’inconnue. 

Une semblable distinction ne se rencontre nulle 
part chez les auteurs indiens, et ne peut pas s’y ren¬ 
contrer, ceci pour deux raisons : 

i° Les trois premiers cas ne sauraient exister sous 
cette forme pour les algébristes indiens, à cause de 
la façon même dont ils écrivent leurs équations. 
Voici en effet la règle que donne à ce sujet Bhâskara : 

fèrwr tTrarr ^nrfa ïrçpar *tsrt h*>ou • 

Yâvatlâvat kalpam avyaka-râfer mànam 
tannin kwrvatâm yathdudditfam ma: 

Tafyau paxau sâdhantyau prayatnât 
xiptvà, pattvA vâpi saùgunya, bhaktvâ. 

1 Los numéros que j'ajoute aux distiques dé l'auteur correspond) 
à ceux de la traduction de Coleforooke, 
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Appelant x la mesure tic la quantité inconnue, on féru à 
l'aide de ce [symbole] ce qui est prescrit [par l'énoncé] ; puis 
on préparera ndroilenient deux membres en équilibre, en njou- 
tant, retranchant, multipliant ou divisant *. 

L’adjectif tufya, par lequel l’auteur de ce dis¬ 
tique 8 caractérise le genre d'égalité des/taxait, des 
« deux membres » de l’équation, dérive de laid « ba¬ 
lance » : voilà pourquoi je l’ai traduit par « on équi¬ 
libre», terme qu’il faut prendre ici dans son sens 
primitif, et pour ainsi dire matériel, ’rcqm libra; or, 
la tuid, la « balance », ne peut s'établir qu’entre quan¬ 
tités de même espèce: il faut donc que les deux 
membres de l'équation renferment des quantités de 
même espèce, c'est-à-dire les mêmes puissances de 
l'inconnue (y compris la puissance zéro ou le nombre 
absolu rûpa), sauf à donner le coefficient o à celle 
de ces puissances qui ne figure pas en réalité dans 
le problème, En un mot, pour les Indiens, les deux 
membres de l'équation doivent être homogènes , Les 
trois premiers cas d'Al-Khâmmi, pour lesquels cet 
auteur donne les exemples numériques suivants : 



5x'<=4oa: ~x'=*ioo 5#«io 

9 


1 Jo donnerai plut tür.l, on son lieu, lu suite de la règle. 

' JVmplûiu ici celte espression vague parco qu'il semblerait sou- 
- vent que la partie en vers du Vtja-ÿanila no soit pas l’œuvre de Bliis- 
kara, mais nous donne dos formates courantes dans l’École, qu’il 
recueille et commente ensuite en prose. Si ce fait pouvait être eons- 
J. As. Elirait n* 1.(1879.] 2 
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s'écrivaient dune chez eux 



*rr<> 



Siïfc® 

S* 


tïï® 

l 

ï» 

ZTTW o 

«TT® 




1 

J* 


*ïï® 



pfteuien cas. 

5»’+o«'+o=oa! , + 4o«fo 

OKDXlàUB CAS. 

x’+o«+o =ox’+o* + 100 


troisième cas. 


5 x+o=*oxt- 10 


Les deux premiers cas rentrent ainsi dans ia for¬ 
mule générale du second degré ; le troisième constitue 
l’équation du premier degré, dont les Indiens font 
comme nous une famille à part, qu’ils étudient tout 
spécialement avant d'aborder les équations de degré 
supérieur, et à laquelle iis ramènent ces dernières, 
ainsi que nous le verrons plus tard pour les équa¬ 
tions du second degré. La résolution de celles-ci 
porte en effet chez eux, et dès l’époque de Brah- 
magoupta, le nom de madhyama-âha - 

ranam, «ablation du [terme] moyen», c’est-à-dire 

ta té, il donnerait aux régi» ainsi formulée* en ver* une impor¬ 
tance plu* grande eneore pour le point qui nom on-upo. 
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«induction du trinôme (du second degré) à un bi¬ 
nôme (du premier) ». 

9° La distinction des trois autres cas par les 
Arabes est due à cette raison toute spéciale qu'ils 
tiennent à n'avoir, dans une équation définitive, que 
des termes tous positifs; en conséquence, dans la for¬ 
mule générale 

ar*±&rdtc«=o 

ils changent do membre tout terme affecté du signe 
—, d’où les trois cas énoncés et étudiés à part par 
Al-Kliârizmi. 

Les Indiens n'éprouvent pas le même besoin et ne 
sont pas gênés par un terme négatif, parce que, 
pour eux qui ont, comme nous, la notion du 
nombre négatif, lo signe — porte, non pas sur le 
terme, mais sur le ccejftcient numérique de ce terme : 
les trois cas en question, ou plutôt les exemples nu¬ 
mériques que Mohammed ben Mouça en donne, 
savoir : 


è} r 3 14 fj x i n j) ir y fXA 

j.g**+(j+i)a?>=i 9 ioat=.jf’+ai aar+a88 

s'écrivaient dans l'Inde, comme résultat définitif 
auquel il n'y avait plus à retoucher, 


îjto 


2-.x‘+2. x+o-ox'+ox+ia 
ta ta " 
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zm\ 

ïTPro art «> 


a* + »oa+o=oa* +oa + ai 


*m\ qn* %o j 
«ïï^omo gLwl 


a*+iaa+o=o*’+ox + a88 


J ai placé ici le signe — au-dessus des coefficients 
(comme on le fait pour les logarithmes à caractéris¬ 
tique seule négative), afin de suivre plus fidèlement 
l'exemple de la notation indienne qui place égale¬ 
ment son point, signe du négatif, au-dessus du 
coefficient et non au-dessus du terme entier. 

Et qu’on ne croie pas que j'invente ces formules 
è plaisir : outre les exemples sans nombre que l’on 
en rencontre dans Bhâskara, et dont je citerai 
quelques-uns plus tard, on verra, par exemple, 
Brahmagoupta (problème n° 4 g, question 16 dans 
Colebrooke) partir de l’équation primitive 


qFTo SfTV> 

pour en déduire 

®nrar<> «ïïo 

*nsn 3TV> 




to<e- 8«»**+1 
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avec deux termes négatifs, qu’il résout, comme nous 
le verrons plus loin, sans se préoccuper aucunement 
de cette particularité. 


Ç 

i 


l< 


t 
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Ceci tient, je l’ai dit, à ce que les mathématiciens 
de l'Inde ont, comme nous aujourd’hui, la notion 
du nombre négatif et de son interprétation comme 
symbole en géométrie et en physique. Ce fait est 
tellement important pour l'histoire de la science que 
je crois nécessaire de rapporter ici quelques textes 
sur lesquels il s'appuie. 

Le premier Livre du Vija-ganita , le « Traité d’al¬ 
gèbre» de Bbâskara, porte pour titre général 
shttrimçal pari-karmâni, « les 36 
opérations ». Il se subdivise en cinq chapitres comp¬ 
tant pour six comme suit ; 



ihana-ma 1 

U 

a 

1 plus et moins. 


klia | 

K 

| | 

zéro. 

ïfsaRfi-o 

aiyakla ' 

|j < 

l'inconnue. 

j^atvqtfr-o 

antka-varna | 

i <£> 

plusieurs inconnues. 

SR^t-o 

kttrant 

/ 

f ^ 

los irrationnels ou ra- 
\ tlicaux. 


Bhâskara compte six opérations, parce que, 
comme quelques mathématiciens ont récemment 
proposé de le faire, il joint à nos quatre opérations 
ordinaires f élévation aux paissances et l'extraction des 
racines. 

Or, le premier de ces chapitres est conçu dans les 
termès suivants : je supprime, bien entendu, les 
exemples, et ne donne que les règles, les sûIras, 
comme disent les Indiens : 
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qpRr : wrç wi^t: i 

qfr ft TllftKÎH ZTtTT: Il 

g të j ft a wJ p nimwfttër i 
^ sram$?npsra u 
g r ^ jw 4t ; ^ sra: i mufàr m: i 
mn^nn fà \r façèti 
?ïïïï: wfàt: & l ïarçrfr *Rqf i 
* ^ wmfm 

l. y âge yutis sytlt xuyuyos nuyor-vd ; 

dhwa-rtiayor antararn eva yogas. 

a. Sunçodhyamânam : mm rnulvam eli, 

svutvam xayas tad-yutir uktmiuc en. 

3 . Soayor asvayos svam badhas; sea-rna-ghale xayas, 

bhdgaharena api caiva nirufetam. 

4. Kytis sva-mayos svam j svamùle, dhana nie 

na radiant œayasya asti tasya akrtivêt. 

î. Dans l'addition, on ajoute deux pertes ou deux for¬ 
tunes \ la différence entre un gain et uno dette est leur somme. 

a. Pour la soustraction, le bien passe à l'état de dette, 
à l’état de bien la perte; puis on fait l’addition comme il 
est dit. 

3 . Le produit de deux biens ou de deux non-biens est 
un bien; de celui d'un bien par une dette résulte une perte. 
— Le même principe s'applique à la division. 

4. Le carré d'un bien ou d'une dette est un bien; le bien 
a deux racines, une en gain , l'autre en dette. La racine d'une 
perte n’existe pas, parce que celle-ci n’est pas tin carré. 

Je me suis attaché à traduire ce passage aussi lit té- 
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râlement que possible, «lin de bien taire ressortir les 
termes mômes dont les mathématiciens indiens so 
sont servis pour désigner les deux espèces de quarv- 
iités en question. Les vrais noms, usités en prose à 
l’exclusion do tous autres, sont, pour les quantités 
positives, dltannm « un bien, une propriété, une 
richesse, un profit», pour les négatives, j-nam, 
« une dette »; et le seul lait du choix de cette dernière 
expression prouve que les Indiens concevaient l’exis¬ 
tence de ces sortes de quantités par elles-mêmes, in¬ 
dépendamment de tout nombre dont elles pouvaient 
être soustraites: car il n'arrive que trop souvent, et 
dans l'Inde comme ailleurs, que certains individus 
sont criblés de dettes sans posséder le moindre ca¬ 
pital oh puiser pour les payer. Le synonyme qu'on 
donne en vers ù ce mot, à savoir Çgg ; xayas , u perte, 
déchet», confirme encore cette manière de voir. 
Puisque nous parlons de synonymes, celui de dha- 
nam, $vam , signifie littéralement sutim,proprium. 
(le qui prouve encore que par les mots en question 
les Indiens entendaient bien représenter des choses 
distinctes, existantes, réelles, c’est qu’ils ont pu 
former, ainsi qu’on le voit è la règle de la sous¬ 
traction , les noms d'étal r»alvam, « l’état de 

dette», svatvam, «l'étatde propriété», comme 
un peu plus loin akptilvam, « la qualité de 

nôtre pas un carré». La phrase ^ çfàr 

pourrait .à la rigueur se rendre en latin par i 
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suum in debitututem it, in suilulem umissum , en crénnt 
les mots debitatùs, saitùs, de debitum et mm, sur le 
même modèle que senectüs et juvcntûs, de senox et 
juvenis, 

Enfin, et j’insiste encore sur ce point capital, 
Bhâskara connaissait le double signe du radical du se¬ 
cond degré, puisqu’il dit en propres termes au n° 4 
des règles précédentes : « plus a deux 

racines, une positive et uno négative». Nous verrons 
plus loin qu’il en fait usage dans la résolution des 
équations du socond degré. 

Un autre détail important à signaler est celui-ci, qui 
forme la première règle du Itha-shadvidham, 

« les opérations sur zéro » : 

•* * • , 

Khu-yofje^ifotje dhànanjum lathâ-emi cyute 
çânyàtus lad viparyayam eti. 

Augmenté ou diminué dezéro, Lien ou dette reste le même ; 
retranché de zéro, il devient l'inverse. 

De là à dire que la quantité négative n’est autre 
chose qu’une quantité positive comptée au-dessous 
ou en arrière de zéro, il n’y a qu’un pas, et nous ver¬ 
rons tout à l’heure que ce pas était franchi depuis 
longtemps pour l’école indienne. 

Brahmagoupta s’exprime à peu près dans les 
mêmes termes : 
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«S 19. Lu somme de deux liens est un bien; celle 
«de deux dettes une dette; d'un bien et d’une dette, 
«leur différence, ou, si elles sont égales, zéro. Lu 
« somme de zéro et d'une dette est une dette; d’uri bien 
« et de zéro est un bien ; de deux zéros est zéro. 

«S ao-21. Régie pour la soustraction. Le moindre 
«se retranche du plus grand, bien de bien, dette de 
u dette; mais si l'on soustrait le plus grand du plus 
« petit, l’excès est changé [de signe]. Dette retranchée 
«de zéro devient un bien, et bien devient une dette. 
« Dette moins zéro reste dette, bien reste bien. Si l’on 
«doit retrancher un bien d’une dette ou une dette 
« d'un bien, on en lait la somme. » 

Ce passage est suffisant pour démontrer d'une façon 
indubitable que Braliniagoupta avait déji\, sur les 
quantités négatives, générales que 

son successeur Bhâs&k. 

Âryubhala faisai^aage. lui aussifg^s termes dlia- 
nam ou mm , raatjj^u que nous 

venons de voir: aihsi dans son elÿjâtre III, où il 
expose le mouvement' des «gtjjmètes, 4 propos de la 
correction à l’aide de laquelle oh passe de la position 
fictive sur l'orbite, en vertu du mouvement moyen, 
à la position réelle, il dit : 

ajïwfayittj n*tn 

Ihut-dhann, dhana xayâs tyur mandoccAd, 
vyalyena (tghroccât. 

Quo [ccs corrections, sc. : celle de la vitesse et celle de in 
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position] soient négative el positive, ou positive et négative, à 
fiartir du sommet de lenteur, elles sont l’opposé A partir du 
sommet de vitesse 

Et il continue ù indiquer quelles sont celles des 
planètes qui, à partir du » sommet de lenteur », ont 
ces corrections ou cqimtions/via-dfannm, quelles sont 
celles qui les ont dhananinm ou dham-xayas. 

1 II est iuJis|)eusable, pour l'intelligtnce de ce «é(nt, de rappeler 
brièvement la façon dont les astronomes indiens calculent la posi¬ 
tion vraie gïîfçtjfff spliaja^sthitim d'un astru sur son orbite. Je la 
résume des notes de Uurgoss au Sùiya- t Siddhinla. J|s supposent, 
pour les planètes supérieures, un astre fi tif parcourant l'orliitesl'un 
mouvement uniforme moyen entre la vitesse matima à l'aphélie, ou. 
rumine ils disent, au « sommet de rapidité* fÿ i tjjfe ctghra-ueeê, et 

la vitesse minima au «sommet du lenteur» manda-uecé. Ils 

obtiennent ainsi A i liaque instant une « position moyenne * rruitr ma- 
dhj-amam , qu’il s'agit de rectifier au moyen do deu» «omettons ou 
cquations. {'une relative A la position, l’autre A la vitesse. Si l'on 
part, comme notre auteur, du «sommet de lenteur* où les deux 
astres, le fi.tif et le réel, coïncident, l’astre réel, marchant moins 
vite qui la vitesse moyenne, est constamment en arrière de l'astre 
fictif ou de la position moyenne, et l'équation de position e- t nkoativb 
W fl nanti la vitesse, au contraire, va on croissant, et l'équation Je 
vitesse est positiyk dAtmam. Le contraire» lieu évidemment après 
le passage au «sommet du rapidité*. — Je dois dire toutefois que, 
d’après le commentateur, Cette distinction de -f- et — des correc¬ 
tions s appliquerait A la distance comptée sur l'orbite A partir de 
deux points diamétralement opposés du rodiaque. — Pour les pla¬ 
nètes inferieures, on prend pour qutf madhyumam, «position 
moyemie •, le lieu du Soleil, pour situation de la planète, lo lieu do 
sou nœud a-c-n.lant, ce qui change tes signas des demi rorre. lions, 
Cest A cause de cela qu’ÂryabliaJa dit dans le distique cité : « si les 
corrections sont négative el positive ou bien positive et négative en 
parlant du sommet de lenteur*, la prcmiArc hypothèse s'appliquant 
aux planètes supérieures, la secon !c aux inférieures. 
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Mais lù ne se bornaient pas ses connaissances : ii 
nous fournit, dans son chapitre u, la preuve qu'il 
savait interpréter comme nous le luisons aujourd'hui 
les solutions négatives des problèmes. 

Voici le cas : il s'agit du fameux problème des 
courriers : on suit que si d désigne l’intervalle qui les 
sépare, p etc' leurs vitesses respectives, la distance a: 
qu’ils parcourent encore avant de se rencontrer est 
donnée par la formule 


Le signe -f- au dénominateur se rapportant au cas 
où, marchant en sens contraire, ils vont au-devant 
l’un de l’autre, le signe —• au cas où l’un fuit et 
l’autre le poursuit. Dans ce dernier cas, si v', la vi¬ 
tesse de celui qui est le plus loin, est >t», vitesse du 
plus rapproché de l'observateur, la valeur de x est 
négative, et son signe — indique à l'algébriste mo¬ 
derne que la distanco x doit être comptée en arrière 
du point d'observation : la rencontre a déjà eu lieu. 

Ces principes rappelés sommairement, voici la so¬ 
lution d'Âryabha}a, qui la donne sans aucun calcul 
préliminaire; mais on peut s'en passer assurément. 



ftq t WhlrTMffl \\m 

Êkuklê vilâma vivaré guti-yégêtm, anulâma-vivaré dre 
Gatyanlaréiia kbdlian (tvi-yAga-kâtàv, ultla-ésliyau. 


(Çloka Si du livre II.) 
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Je traduis absolument mot à mot : 

Si 1 un divise i intervalle en course opposée par la somme 
des vitesses, 1 intervalle on course do même sens par ta diffé¬ 
rence des vitesses, les deux quotients sont les temps de la 
jonction des deux, uu passé ou dans l'avenir. 

Doux points essentiels à noter : 

i * Cet énoncé n’est autre chose que la lecture, on 
langage ordinaire, de la formule 

as d 

— C=t 

v v±v 

donc Ârynbhaja avait sous les yeux quelque chose 
d'analogue à cette formule 

1 (<c n est pas le seul cas oé Aryabhalu lit des formules que nous 
croyons avoir découvertes depuis peu t on sait que dans une progrès- 
sion arithmétiquo do raison r, ie nombre n de termes que l’on a 
pris pour arriver it une somme S est donné par ia formule t 

a r 

qu’on peul écrire encore 

Or. voici la règle donnéo par Àryabhaja pour ce cas s 

S* fojwiVi* usurô u^>u 

« Le nombre de termes est s la tomme multipliée par 8 fois la raison, 
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9 ° L’instant do la rencontre au passé ou dans l'ave¬ 
nir ( UtflrT alita, participe passé de ati + i; tJBT eshya, 
participe futur do i). 

S!il est vrai, comme on veut le soutenir, que le» 
indiens aient tout emprunté aux Grecs, je deman¬ 
derai quel est fauteur grec qui a donné une pareille 
solution du problème des courriers, avec le double 
signe nu dénominateur et le double signe interprété de 
la solution ! 

Puisque j'en suis à revendiquer pour les indiens 
l’honneur d'avoir eu quelques idées en mathéma¬ 
tiques, qu'on me permette une petite digression, 
qui n’a rien à voir avec notre sujet, mais qui ne 
nuira pas à la cause. 

Brahmagoupta avait déjà dit, quelques stances plus 
loin que les règles que j'ai rapportées ci-dessus, et en 
continuant à enseigner la manière d'effectuer les « six 
opérations» sur dltana-rna-kham, a bien, dette et 
zéro»: 

«Un bien ou une dette, divisé par zéro, estçHîg^ 
khacchédam', la quantité qui a zéro pour dénomina¬ 
teur. » 

ajoutée au carré do l'excès do deux fois le premier terme sur la rai- 
son;on en prend la rarino carrée, qu'on diminue du deux fois le pre¬ 
mier terme ; on divise par la raison, on ajoute an et l'on pread la 
moitié. 

On-voit qu’ÂryabhaJa lil notre formule avec une exactitude scru¬ 
puleuse. 

1 Je me permets ici de corriger ce mot, que Colebroolco a lu 
fl^î, tiic-chcdam, ■ ce qui a cela pour dénominateurs, m'appuranl 
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Il en initiait donc uno quantité d'une espece par¬ 
ticulière. * 1 

Bhâskaro, reprenant ia question dans son cha- 

pitre hhu-shndvidham, « les six opérations sur 

zéro», s’exprime en ces termes. 


Hmtsi vtrt^fî: o i vrrît 3rr?f | it 
ïï%: u srfwir n 

^ ÎT 5 TTSjt | 

«iatqqfe 3?ÏÏFT s?T% s^T 

Nyarn : bhâjyas 3 ; bhijaktu 0; bhâgi jôtlum i. Ayam mania 
t'agit kha-hara ncyale. Atmin nu vikârat : 

Kha-hare na tu rûçûu praiitrslethu visrflethu bahathv tva 
Syâl lava-srjtis, kûU ‘nante ‘cyule bhûta-ganeshu Iti yadval, 

Esemplc s dividende 3 ; diviseur o i résultat de la division i 
cette quantité qui est inlinie s’appelle quotient par o. Elle 
n éprouve pus de changements. 

A la quantité appelée'« quotient par zéro», ni addition ni 
soustraction si grande qu elle soit ne peut faire éprouver 
perte ou accroissement, pas plus qu’au temps sans fin et sans 
déclin des séries d'existenjées. 

Et ceci a été écrit au commencement du xtf 


sur tautorit'! de Bhâslaru qui, comme on va le voir, lappcll.. 

kha-hmu , *quoti,nl par soro.. Je n’hesite pas & attribuer la 
lecture de Colebroolo b une faule de copiste, bien que, jo dois 
avouer, te, lettre, Uta.ti, kka. dans aucune des écritures ,1e 
confusion" ^ t0,U1!U, “ ' “ J ** reu8n,U *”> pour espliquor cette 
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siècle ! Je demanderai encore qu’on nie fasse voir ces 
idées elles un écrivain grec. 

Ainsi, il est bien établi que, dès le vf siècle du notre 
ère, les Indiens ont eu la notion du nombre négatif et 
do son interprétation dans la solution des problèmes*, 
que, pour eux comme pour nous, le signe — placé 
devant un nombre indique que l’on doit, dans l’addi¬ 
tion , soustraire les unités dont se compose ce nombre, 
les ajouter dans la soustraction; que, dans la multi¬ 
plication ou la division, le résultat obtenu avec deux 
nombres de même signe est positif, avec deux nombres 
de signe contraire est négatif; que par suite le carré 
d’un nombre négatif est positif, et qu’un nombre 
positif a deux racines carrées, une positive, une né¬ 
gative; qu'un nombre négatif, produit de deux quan¬ 
tités, l’une positive, l'autre négative, n'est pas un 
carré (fin des règles de Bhâskara) et ne saurait avoir 
de racine carrée. 

Dès lors, pourquoi se seraient-ils préoccupés 
d'avoir dans leurs équations, au moment de les ré¬ 
soudre, des termes tous positifs? Voilà pourquoi, 
comme je l'avançais en commençant cette digression 
peut-être un peu longue, la distinction des «trois 
formes» de l'équation complète du second degré, 
comme la faisaient les Arabes, na pas eu lieu d’exister 
dans l'Inde. 

Mohammed bôn Mouça a-t-il su rapporter de 
l’Inde au moins un souvenir de ces notions? Il ny 
paraît guère. Le mot dont il se sert pour désigner 
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les tenues d une équation affectés <lu signe — est 
oo»l> nâgis, qui signifie, comme on le sait, «man¬ 
quant de, prive de» : un amputé, par exemple, est 
nâtjis de son bras ou de sa jambe; c’est donc très- 
improprement qu'Ai-KMrumi emploie cette expres¬ 
sion pour désigner « la partie enlevée >». Aussi le mot 
en question n a-t-il plus été employé par ses succes¬ 
seurs, et Behâ ed-Dln qui, au moment d'exposer lu 
règle des signes dans la multiplication algébrique, avait 
dit : î^i) au yïi** »U&ud Jé ytj 

UsJ>U «s’il y a soustraction, on appelle ce dont on 
soustrait 1 zâ td (additif), et ce que l’on soustrait nû- 
gis (manquant de) », ne nomme plus dans la suite les 
termes négatifs que « les séparés, mis à parti 

retranchés ». 

D’où vient ce mot yajiü? Il répond, si i’on veut, 
au sanscrit d>*i î ûnas ou au préfixe fsf® tau 
moyen desquels on indique la soustraction : SST3R; 
vyikas ou ^T: éliûnas veut dire « dont on a re¬ 
tranché i »; mais l’adjectif ûnas se rapporte ici au 
a-l» u ce dont on a retranché», de Behâ ed- 

Dîn, et non à la quantité retranchée. Or, le grec pos¬ 
sède et emploie en langage algébrique une expression 
tout à fait analogue, c’est l’adjectif éttiirrft, dont Dio¬ 
phante se sert, par exemple, pour définir le signe de la 
soustraction qi : t|< éXkmü xarw vtvov a un \p incomplet 
incliné vers le bas », L’arabe, j'en prends à témoin tous 


1 J'app.licrai, en passant, l'attention du lecteur Jur retto manière 
peu satisfaisants de définir l'additif. 
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les arabisants, traduirait iXXrnie par yaïUH en-nâqis. 
Dans l'indication des opérations algébriques, Dio¬ 
phante lit, à la pince de son signe iv AaAfci: povdt- 
Stf é iv Xs/tj/et dptô/xov évés, dit-il ; mot à mot : « a uni¬ 
tés manquant d'une inconnue » pour exprimer a —x. 
Donc, s’il est possible qu'Al-Khârizmi ait emprunté, 
sauf l'emploi qu'il en fait, son jrîb au sanscrit 3x*T, 
il pourrait tout aussi bien se faire qu'il l'eût pris au 
grec êv Ae%i, Un autre indice va, je crois, faire pen¬ 
cher la balance du côté do cette seconde hypothèse. 

L'auteur arabe énonce en ces termes la Règle des 
signes : 

3U )<XaJ IgjU I fr Uftams j\ ûLbt Igjtflj àyifi lili 

SdjJLftJI & sàyUll & iyuJI t<z»\yA gyt y* 

<ÿj! oùl^ liU *ôL.3H i oL-Jltj 4 4 SyùJ!} 

tà!) * L&*t <>s»ty gpytt cyàJli \x£fl 1 SOsjl) SjiUl! ÇA 

&IJÜÜ oyàJU Uüll jâJI) lOsît) l40u*.t 

S'il y a des 8uqûd, et, ajoutées ou retranchées à ceux-ci 
des unités, il n'y a pas moins de quatre produits à faire : 
1 ° les 8uqdd parles 8uqûd; a° les unités par les 8uqâd; 3* les 
8uqûd par les unités, et 4" les unités par les unités. Et si les 


1 Le texte est évidemment ici très-défectueux {il y manque la men¬ 
tion la plus intéressante, celle du cas où les deux termes sont tous 
deux négatifs, et où leur produit est positif; il est certain, toutefois, 
et par ics exemples qui suivent, et par la présence do l'adverbe Uul 
«également», que ce membre de phrase devait exister. Au reste, 
celte faute et bien d'autres sont très-explicables pour cette édition, 
qui a été faite, je foi déjà dit, d'apr&s un seul manuscrit. fort pett 
soigné, et qui ne contenait mime pat Ut points diacritiques, 
i. As. Extrait n’ t. (1878.) 3 
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unités qui accompagnent lesSuçiW sont additivcs toutes deux, 
alors le quatrième produit est (additif, et si elles sont toutes 
deux négative», le quatrième produit est] additif également ; 
mais si elles sont lune additive, l'autre déficiente, alors le 
quatrième produit est déficient. 

Je passe sur ce que cet énoncé, qui ne parle que 
du « quatrième produit », a d’incomplet; j’en ai donné 
en note l’explication, l’excuse probable; je ne veux 
tn attacher qu’à l’entrée en matière. Qu’est-ce que 

I auteur a entendu par ces 8 uqûd opposés aux unités? 

II n est pas besoin d’être beaucoup versé dans l’his¬ 
toire des mathématiques pour reconnaître ici une 
distinction très-familière aux écrivains du moyen âge, 
distinction que l’on retrouve dans Behâ od-Dln, éta¬ 
blissant comme suit les divers cas de la multiplica¬ 
tion en arithmétique : *U.T 5 l *L.ÎUI 

>1 4 e le premier cas, c’est quand 

on a à multiplier des unités par des unité, ou des 
unités par ce qui n’en est pas, ou ce qui n‘en est pas par 
ce qai n’en est pas », que l'on retrouve plus nettement 
encore chez Aben-'Ezra, qui, expliquant la manière 
d’écrire les nombres à l’indienne, nous dit : 

an» D’* 7 *? 3 i nbnna anntt qidod an qk a 1 »» 1 ? rom 
Vton moo j3 mm a'irom idoo nSnna ans» *nnw 

Or toujours, si leur nombre est composé d’unités en com¬ 
mençant et d’un nombre rond (ce sont les diiaincs), on écrira 
en commençant le nombre des unités, et ensuite ie nombre 
nmd. 

Et plus loin ; 



-"*»•( 35 )*-*— 

nrw« niKD p iS» V?:n ot*i 

Ei si son nombre ixmd se compost* de centaines et de dî- 
saines. 

La distinction en question est celle des digiti et ar- 
ticali de Boèce et de son école. 

Or, ü n’est pas difficile de faire voir que non-seu¬ 
lement Al-K.hûrizmi a eu en vue cette distinction, 
mats que, bien plus, le terme de Sutfûd pourrait bien 
n’être que la traduction de articuli. En effet, n> Lé 
8 u<jûd, est, suivant les lexiques arabes, le pluriel do 
*>de 8 i(jê, qui signifie « guirlande, collier, nœud », ce 
qui justifie Woepcko, lorsqu’il a rencontré ce mot 
dans les auteurs arabes, de l'avoir rendu par «les 
nœuds des dizaines, etc. »; n’est-ii pas permis, vu ie 
mauvais état du seul manuscrit d'après lequel a été 
faite l’édition d'Al-Khârizmi, d'admettre ici une er¬ 
reur, soit du copiste arabe, soit de l'éditeur an¬ 
glais, et de lire oJU 8uqâd? On aurait ainsi le pluriel 
régulier de soorn 8 aqdat «articulation, jointure», et 
la traduction littérale, comme je l'ai annoncé, de 
l'arttcuiide Boèce, qui n'était lui-même, comme on 
la déjà dit, que l’écho d'une dénomination analogue 
usitée chez les Grecs. 

L'adoption par notre auteur de cette idée exclusi¬ 
vement occidentale nous autorise aussi à admettre 
que l'expression (jaSb est copiée, non sur le sanscrit 
ûna, mais sur le grec OXiittls ou iv Xe/\pn , comme je 
l’avançais tout à l’heure. 


3 . 
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Réunions, car il on est temps, cette digression 
peut-être un pou trop longue, et revenons à notre 
sujet. 

Les Indiens, établissant uno distinction de nature 
entre les nombres positifs et les nombres négatifs, et 
ayant défini, une fois pour toutes, la manière d’effec¬ 
tuer les opérations de l’arithmétique sur les uns et sur 
les autres, n ont plus eu besoin de se préoccuper si les 
termes de leurs opérations étaient positifs ou néga¬ 
tifs, et n’ont jamais eu lieu défaire la distinction des 
six problèmes qu Al-Khârizmi et son école prennent 
pour base de toute leur algèbre. 

Mais, dira-t-on, les Grecs non plus n’ont pas fait 
cette distinction des six cas. Qu’en sait-on? Diophante 
ne la formule pas, il est vrai; mais, encore une fois, 
Diophante n’a pas écrit un Traité d'algèbre ; il suppose 
connus de scs lecteurs une foule do principes essen¬ 
tiels; et comme, en fait , il ramèno toujours ses équa¬ 
tions à l’un des « six cas » dos Arabes ', on est en droit 
de supposer tout légitimement que quelque auteur 
antérieur, traitant des méthodes algébriques théori¬ 
quement, l’aura établie, et quelle sera passée do là 
au père de l'algèbre musulmane. 


' On peut ici, jo crois, s’en rapporter au témoignage do Nesscl- 
ntann. qui consacre tout un chapitre de son Aktbn âcr Griccücn S 
retrouver dons Diophante les exemples de ccs six cas. 



——fs*( 37 ]»if 


II. 

MANjÙUU D'AIUUVSB k L'BQUATOK DÉFINITIVE. 

Jü passe maintenant è l'examen de la manière dont 
Mohammed ben Mouça traitait les problèmes d'al¬ 
gèbre, et t\ la comparaison que j'ai promise entre sa 
méthode et celle qui a dté suivie par les Indiens 
d'une part, par Diophante do l’autre. 

Premier exemple. 

fcJi i tay yas y<wu»ï 1 $a*u*ï JU yU 

OjAàJ y! I ,£4 jKjll y« Jjütl o^Jül 

5)1 5)Uj iyU yÿîol i 5)1 
5l| JUj ii^LU y« It àûAkük 5)1» yjj^i ^ lÂ^w 
4 pl*Al 5)1 mju «UmI 

ui& y#*^l (J& »^\îJl y^yulb *UI jt&J U 
tT - (s)-é-*0^ l$jà yeaylj «l*âl y^**e JsXty 
pyâJli < *>Lt-w! Js>s*rf l$)à y<I** J*4S 

<5? ySSudÜl <Xa»l ytj JUl3 JiXju 

Si l'on dit ! soit io, partage-le en deux parts, multiplie 
chaque part par elle-même, puis diminue lo plus grand du 
plus petit, il restera 4o. La solution est que tu m u ltiplie» 
îo — *' par lui-même, ce qui donne joo +*' - ao», puis 
«par», ce qui donne»’, que tu déduiras de too + tr’—ao»; 
il restera îoo — ao# =» 4o. 


1 L'auteur a déjà traité plusieurs problèmes du mémo genre, et 
appris b scs lecteurs que les doux portions sont <r et 10 — x. 
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Enrichit kt ioo <fw 20 * que tu ujouteras aux 4o, il vien¬ 
dra ioo = ao* + 4o; enlève le» 4o des ioo, il restera 
6o = aoa;, d’où un seul x égale 3 ; c’est une des deux parts. 

Co qui nous intéresse duns cette solution, c'est 
uniquement le procédé suivi par Al-Khâmmi pour 
dégager de l’équation 

ioo — aoa.'=4o 

la valeur de l'inconnue. Il commence par faire dis¬ 
paraître le terme négatif — aox, en enrichissant, 
comme il dit \ les i oo unités du déficit que leur a 
causé la soustraction des aoa>, Pour compenser cet 
enrichissement, il doit naturellement ajouter s ox dans 
le second membre de l'équation ; il arrive ainsi à l'é¬ 
quation à termes tous positifs, 

lOOra 4 û-f 20» 

de laquelle, retranchant 4o aux deux membres, il 
arrive définitivement à : 

6 o<=aoa; 

N ai-je pas eu raison d’annoncer plus haut que cette 
manière d'opérer était absolument celle que Behâ 
ed-Din a formulée on règle do la façon suivante? 

S-*3 1 idJi JjU alyt, »UcWHI s i> cjjUly 

kJw A ^Udl «Usai 

1 D'après Froylag, j+> jabara , construit eam accusatwo ptnonr 
n ni, signifie poil paaptHaiem ttitarit (amicum). 
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u«**a* (jjW Ul £ÎôUl! j>â .. .*fcÀ*UÜ yfcj 

<&4*qSJt lAà*h£ jjji t «l^sut JiXjv 

Lt> côté qui renferme un déficient est complété et ou ajoute 
l'égai de ceci à ('autre [côté] : c'est lé À l-jebr. — Puis les es¬ 
pèces semblables et égales des deux côtés se retranchent : et 

c'est là El-muqâbulut .Et alors, si l'équation existe entre 

espèce et espèce, et que ce soient des nombres égaux à des a;, 
divise par le nombre [de ces derniers], et tu auras lu valeur 
de la chose inconnue. 

Règle qui, de son côté, semble,être lu traduction 
littérale de celle que nous lisons dans Diophante : 

Èàv btà wpoSXtfparét xivos yeirfaewu eût) Tiré fera ttieai 
■rofe abxoti, pt) bponXyOij Si, ènà èxtnéfwv x&v pep&v Sojas i 
èpatpeîv xà 6pota étnà x&v bpoi&v, Sw &v êv sISos èvi stSsi 
éoov yénrrtu' èàv Sé xs&t iv tmoxéppj iwnipxy é èv ipÇoxi- 
poti èv Xetÿei rivé erôi?, Setjasi xopoadeîvai xà Xsbrovte 
s(btf èv àpÇoxipou xoïs (xepéotv, iav &v èxarif*/) x&v psp&v 
ri élit) iwitipxpvra yévyrst • xsl xsiXtv ipeXetv ri ipota 
ànb x&v bpotw, éat iv èxmépu x&v pep&v tv elhoe nat #- 
Xetpâfj 

Si d'un problème quelconque il résulte que certaines es¬ 
pèces (il s'agit des différentes puissances de l'inconnue ou du 
nombre connu] soient égaies aux mômes espèces, mais en 
nombre différent, de l'un et de l'autre côté, il faudra enle¬ 
ver les semblables des semblables, jusqu'à ce qu'il ne reste 
qu’une espèce égale à une autre espèce. Et si, de l'un des 

> J'établis le texte do Diophante, dans eo passage ut dans ceux qui 
vont suivra, non d'après l'édition de Hochet do Méiirkc que j'ai lieu 
de croire imparfaite, mais d'aprbx tes manuscrits que possède la Bi¬ 
bliothèque nationale, au uombrc desquels se trouvent les deux qui 
ont servi à Bachot lui-même. 
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cités, ou dans tous les deux, se trouvent quelques espèces on 
déchet, en manquant (soustraites), 11 faudra ojouter à l’un et 
l’autre membre les espèces soustraites, jusqu’à ce que, dans 
les deux membres, les espèces soient additives; puis alors re¬ 
trancher les semblables des semblables, jusqu’à ce quo, dans 
chacun des deux membres, il ne reste plus qu'une espèce 


L'application que l'auteur grec fait de cette règle 
à la solution des problèmes va naturellement nous 
faire assister à un procédé tout à fait analogue à ce¬ 
lui de Mohammed ben Mouça, par exemple : 

Livre I", problème 10 . 

Aval hoSePrtv àptOpoJs r& pèv èXâaaovi aùr&vvtpoaSeTm, 
érsà tè toü futiovot iQtXeTv tàv «i/rèv ipttipàv, xoii •aOtelvràv 
yevhptvov «p de rèt» Âomè v Xbyov i%w SeSopévw, 

ÊmtTixffu t(5 ptèi> î< «poâfotbat, (hrè U «H) p dpeAeib 
ràv abxàv iptOpàv, xtl wielii rà pe({ova r&» iXa aahvtùv 

1 On remarquera que cette règle ne s'applique qu'aux trois pre¬ 
miers cas des Arabes, savoir : 

bac = c ax* ■= c a** sa bac 
et non point aux trois autros cas oà 

mr* -p bac *=* c cwf* m bac + c bx^ <wd q- e 

Diophante on avait promis la solution, car il dit deux lignes plus 
loin : Hohpo» 3 i «roi ès/{o|tct> soi vSi Üo^tUShi 1 cm fol x<mû.eip- 
Ûétxuv ai mothop Menu. Cette explication ne ao trouve nulle part 
dans eu qui nous reste do Diophante, bien quo dons les trois derniers 
livres existants il résolve des problèmes qui conduisent à des équa¬ 
tions complètes, comme Nosselmann l'a fait voir) c’est ce qui a con¬ 
duit l'écrivain allemand à supposer que l'ouvrage de i’algébriste grec 
ne nous était parvenu qu'incomplet. 
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teips-nXdtjia. Texdxfiu b -b pooliSépevos xat dÇaipobpev<is 
in<ttép<i> iptQpQ, év&s' xdv pèv t f k -ap ooleâff, ylverai 
s 3 posai k, iàv U roi p dÇaipeOÿ, ybtrai popitm p Xelÿei 
àpiOpoV Ms- xal teijoei râ pef(ova rOv êXsooàvcov sîvs i 
rtrpmXioia. Terpéxi» bps rd iXéooova yfuerat posâtes 5. 
Ae%i dptûpds S' tïOts (m dpi6p& M posé» k. — Koiw) 
-apooxsfafa *) Xetyis, xsl dpypijcrQtû dirà bpotw bpoia ,Xonrol 
iptipoi « fooi posiow ÎS • xalytvsrai b dpiOpàt posdtavoç. 
Éiri rds biro&ldosts, frot&t rôt» -apoaltSépevo» xsl d^aipoé- 
pesos d$ éxaxépov iptipob, ’» évà- éolai ptoç, Két> pév 
rf k poviSss Ôç apotrftô&oi, ylsos rat p? <(ç- èàv 8é toü p 
dÇaiptd&oi, Xomal posâtes xi- xal pém ri petîova r&v 
iXxrtbwv 6s r# TsrpttxXicia. 

Doux nombres étant donnés, au plus petit ajouter, du plus 
grand retrancher le même nombre, et faire que le résultat 
(de l'addition] soit ou reste [de la soustraction] dans un rap¬ 
port donné 1 . 1 


1 J’aurais bien aime pouvoir donner comme exemple résolu par 
Diophante le mémo problème que j’ai cité tout ii l'heure, d’après Ai- 
Khflriimi, mais co problèmo (3a du ms. de Joseph Auriai le numé¬ 
rotage de Barbet diffère de un ou deux numéros seulement) est traité 
un peu différemment par Diophante i il appelle a* la ditfôrencodcsdeux 
parts, qui sont alors 5 -)-x et 5 — *•, leurs carres sont a5 + iar-f** 
et a5 — toi-f #*, dont la différence est ao#, co qui conduit du pre¬ 
mier coup b l’équation ao# <= 4o, à laquelle il n’y a pas do transfor¬ 
mation h faire subirt voici, du reste, le texlo mémo do i’éerivoin 
d’Alexandrie : 

Eépdi» bbo ipiOpoit Suai x«i é ovvOeott aitOp, xal é é»*po rSp 
ix‘ «ilr ü» □ , xtoiij SoOtpjat ipiOpoit. 

Ènntrdjffiet til *èl> piv aiyOtoiv airtSp woitîp poviSat K, tèa Si 
btttpoxüp r 6 p in' aénüii tstpay&pvp woieTv poviSat 5. Tetd%Ow ») 
éirtpojgé aitHv t 0, Mai b pip pel(us t à ~p£~i, i Si iXiaouv fié 1 
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Supposons qu’il faille de ao retrancher, à 100 douter, le 
même nombre, et faire en sorte que le plus gnmd [des doux 
résultats] soit le quadruple du plus petit. Appelons le nombre 
à ajouter et a retrancher ®; si nous l’ajoutons à ao, il vien¬ 
dra » + ao , et si nous le retranchons do 100, il viendra 
i oo — ®, et il faudra quo le plus grand soit quadruple du plus 
petit. Or, quatre fois le plus petit sera 4 oo - 4 ®, et ceci égale 
® + ao. Restituons en commun le manquant, et mictions les sem¬ 
blables des semblables, il restera 5 ® «= 38 o, d’où l’on tire pour 
®< 7(1. En revenant aux données, j'at établi que le nombre h 
ajouter et à retrancher des deux [données] était ®; ce sera 
donc 76} et si nous ajoutons à ao unités 76, il viendra 961 
st nous ie retranchons de 100, il restera a4, et le plus grand 
est quadruple du plus petit. 

Ce calcul est accompagné, dans les manuscrits, du 
tableau suivant, que Bachet n’a point reproduit 1 : 

* 5, sel pixel viXip tb pb oMepa whtb p& K, b U bxepo^b 
*' S• Xontbp Mi xu) -ni» btpotfp rüp dir* aérât» Q v0 „r P 
M ir. AU'é éwpojjé ri» ie 1 aérât» strpeyitxev Mlp àpâfiSp {P- 
raffra fera pi" ». xtl enpdytrai -adXip à pb peifap pi ÏS, b Ji iXMup 
popjbm q- xahaoiothi tb •apbSXnpa. 

Avec le tableau résumé suivant : 


txieoit 

K 

«5 p».7 


5 

p.r 

sespbyupfit 

Jf « «S K p».p 


J1 a p*.p sji. ti k 

éirepoxé 

te p 

1 

fi V 

ptpiopbt 

\ 

f 0 

1 

f4*5 

éaapÇis 

V pué 

i* 

pi n 


’ C. est pour ce seul motif que personne u’a parle de ces tableaux, 
car on s'en est toujours rapporté h l'édition de Bachct dans tout co 
qui a été écrit sur Diophante depuis deux siècles. 
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4 a 

S a k 

i « pï k" 

S « pi*.' K 

it 

s e 

4 a 

V.qÿ 

ou, en notation moderne : 

» 

x+ao 100 -x 

x + ao « 4oo~4« 

5x + ao = 4oo 
5® 38o 

® >= 76 

le plus grand, 96 : le plus petit, ai. 

Où l'on voit que, comme notre auteur arabe, les 
Grecs faisaient successivement, l’une après l'autre, 
les opérations que Diophante indique par les mots 
xo<v>) vrpocrxeMù) i\ Xeïi}/<« et <%p»/er 0 « brb ifxoiwv 
tifioia. 

Tout autre est lo procédé des Indiens que nous 
allons étudier d'abord chez Bhâskara: voici, pour 
commencer, sa règle, qui fait suite au çloka que j'ai 
donné plus haut (p. 16 et 17 ). 


PC. p 1(1. * à 

1 (E e f. T î 

1 (£« 

I ftT ü 

1 pc 0? 

k'Î. 


tRTïï^l 
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s*râr ïïlTOOTT ssraajft : « * il 

Ekdvyakam çddhayed anyapaxâd, 
râpAry aitydni itanumâe eu posât; 

Çcshdvyaktenn uddhared rdpa-fetham; 

^vyaktam mânadjùyale 'vyuharûçet. 

Les inconnues du premier membre se retranchent de celles 
du second, les espèces [sonnantes '] du second de celles du 
premier; par la différence [des coefficients] des inconnues, 
on divise la différence des nombres : on connaîtra ainsi la va¬ 
leur fixe de la quantité inconnue, 

Ce qu’il développe ensuite on prose dans les termes 
suivants ; 

*îr jj fgK aæ 

sriç m ïï^pzt afairaw j w 

nfgifr rafln 5trà i m fr r mt 

«rcnnrô trat * çmrt *rçr i&m- 

*ïï% fstf^rilfWUJ ÏJT 

HWT 3 T (loi le manuscrit a passé quelque chose.) 

1 D'après le dictionnaire de Bflhtiingk et Roth, 97 ripant, mot 
par lequel les mathématiciens indiens désignent l'unité numérique, 
est sauvent synonyme de gtfa i-dpfya, * monnaie h effigie > {de ripa, 
«figure»). C'est, je crois bien, le sens qu'il Faut lui donner ici. Le 
terme de |fy> dirhem , que les mathématiciens arabes emploient dans 
le même sens, serait alors la traduction cxa.t; du ri/xun indien. 
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sjïwTfsr i qfs 

5Fi%5T: F^ïlfrrsSHsrT: Il rTïït Sg K fi gftq) 

fèvrèïï ggpqfr sarrf? 

üïïrn. 

Le questionneur ayant formulé son problème, la quantité 
inconnue est posée égale à x, une fois, deux fois, etc. et là- 
dessus on effectue les opérations prescrites par l'énoncé, 
multiplication, division, règle do trois ou de cinq, diffé¬ 
rence , somme, etc., toutes les opérations [prescrites]. Alors 
on forme adroitement deux membres égaux. Si l'égalité des 
deux membres ne résulte pas [immédiatement] de l'énoncé 
lui-mémo, on les amène à être égaux en ajoutant à l'un ou à 
l'autre quelque chose, ou on en retranchant, multipliant ou 
divisant l . [Alors les inconnues do l’un dos membres doivent 
être retranchées des inconnues do l'autre, et do la même 
façon les carrés ou autres puissances des inconnues.] On re¬ 
tranche de même les nombres connus du second membre 
des nombres connus du premier; s'il y a dos radicaux (des 
sourdes comme on dit en anglais), on en fait de même la 
soustraction. Alors par la différence [des nombres] d'incon¬ 
nues divisant la différence des nombres connus, le quotient 
fait connaître la voleur déterminée 1 de la quantité inconnue. 

Il n’est pas question de compléter les soustraits , 
•apooOe'ivou rtjv A etyiv, d'enrichir un nombre des choses 
qaon lai a retranchées , oLaïldl ,U&il>ybUoJl 

1 Jo complète la lacune d'après Coiebrookc, en enfermant ce que 

je lui omprunte entre crochet*. 

* Remarquons celte expression -. myrafita-rdftr mânam lyuktam , 
dont le mot à mot est < valeur fixe de la quantité varioblot. Les Indiens 
désignaient en réalité l'inconnue d'un problème par le nom de •va¬ 
riable, indéterminée •, a-nyaklt . comme nous le faisons en Analyse. 




comme nous te lisions tout à l’heure. Nous allons voir 
dans l'application, du reste, que ce notait pas ainsi 
qu’on opérait. Je prends pour exemple le premier 
problème de Bhàskaru: 

w qjw^ni ; i 

àrqpfërât * im q&l » 

Ekasya rûpatmpalt ihwji «pvd; 

açvà dàça anyaiya tulyamâlydt, 
fi nam tadâ âfulaçatam ou tusya: 
tau tulya-jritua : trdvi ma apvamâlyam. 

Un homme a six chevaux et trois cents pièces d'or; 

Son voisin, pris de jalousie, 

Fait entrer dans son écurie 

Dix chevaux tout pareils : hélas! il doit encor 
Sur leur voleur cent pièces d'or; 

Ils possèdent pourtant le même capital. 

Quel est donc le prix d'un cheval? 

Je laisse ici parler encore l’auteur indien dont je 
reproduis l'explication ; 

aa&ijliH zrâsRTOü twmfàfr ^ ?tçt vm 

PfllT-riw I 11 3T 11 4j 

ifïïHVTrfî pn*f q«iHiiyw< jpt izrr lu üw 
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^crsTfr^r fàrr siramuw «ft i m n 

^ ü yrnsn ni ^ i «tt io i w$\w\ mtâ 

ïïfàïï ïïTrt f|?fte|3r ^ri «mo \\ 

flWMiftfr aïï: çsjïï w ïtrï 3n#ri 
s ^wwfoH<ftv 4 w : 

m io ^iôo 

s fôs K re r i ft saïqutdMjh 

stf or* flrfmt ^tot- 

5 jTtë#J Ç %oo \ 

^rrntf^ïï #r ^i^vnarcîi 

WFt &r?t\ ioo U zmwtw $ wi 

fàtftffêi W&1 wt ’ÿWWhWp 

HTcnnwr «Pt tfoo U m lfefl<ra»fliwîH 
ïTTct 600 II 

Ici le prix d'un cheval étant inconnu, posonsle égal à x; 
alors par la règle de trois : • si la valeur d'un cheval est x, 
quelle est celle de six chevaux. » —Tableau : 1 : a? :: 6 :, le revenu 
multiplié par la demande et divisé par le type 1 donne pour 


* II esté peine nécessaire d'expliquer les expressions par lesquelles 
Bhâskara désigne les termes connus d'une proportion : dans a : at u t 
a, ta première quantité donnée est la «quantité type» (promène), 
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quotient la valeur de» G chevaux, 6 ®. Alors ajoutant A ceci 
3oo pièces dor, on connaît la richesse du premier, savoir t 
6 * + 3oo. Do mémo la valeur de 10 chevaux sera io#; à 
quoi ajoutant (sic) 100 pièces prises négativement (ou pas¬ 
sées en dettes jiiagate) on connaîtra la fortune du second, 
savoir: io®— ioo. Tous les deux étant, dit-on, également 
riches, les deux membres ( pamui) sont par eux-mômes égaux. 

Tableau des deux [membres] préparés pour la soustraction 
des quantités do môme espèce 1 : 

6 ®+ 3oo 
io«~ ioo 

Or «que Ion retranche les inconnues du premier de 
celles du seconds, est-il dit : retranchant les inconnues du 
premier membre de celles du second,la différence est hx, 
et en retranchant les nombres connus du second membre de 
ceux du premier, la différence est 4oo. Divisant par la 
différence des inconnues la différence des nombres,'le 
quotient détermine la valeur do un ®, soit ioo. «Si telle 
est la valeur de i ®, quelle est celle de 6 ®?s dira-t-on: 
ie quotient, par la règle de trois, valeur de 6 ®, ajouté 
è 3oo pièces d or, fora connaître la fortune du premier, sa¬ 
voir: 900 : on procédant do même, on connaîtra la fortune 
du second, savoir : 900 . 

Ainsi Bhâsknra ne traite pas lo terme •—100 de 
son second membre autrement que les termes posi- 

ayant rapporté le « revenu 1 ou plus littéralement le «fruits (phakm) 
m : dons les questions d'intérêts,:» serait lo «taux de l'interdit, a la 
«valeur nominale t ou lo «cours# do la rente m. Le terme i est la 
quaatité «pour laquelle ondemandctlcrevenu»,par obrégéaladc- 
mandes [icckd). ' ' 

Voyes ci-après pourquoi je traduis ici tama-çidhamm par «sous¬ 
traction des quantités de même espères et non par aequo! subtrac- 
lion « comme Colobrooke. 
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tifs de ton équation ; il le retranche, suivant la règle 
générale, de 3 oo, et appelle le résultat obtenu 4oo 
(«** 3 oo +100) «la différence » çetltam entre 3 oo et 
— i oo. Los doux « différences # 4 ® et 4 oo sont obte¬ 
nues par une même opération, que tous les algé- 
bristes indiens appellent sama-çôdlmam. 

Qu'on me permette une digression à l'occasion 
de ce mot, que Colcbrookc traduit par «equal sub¬ 
traction ». Je suis disposé à croire que le savant an¬ 
glais n'a pas bien rendu l'idée des Indiens, et qu'il 
faudrait dire «soustraction des choses semblables, 
des quantités de même espèce ». Sama-çôdhanam se¬ 
rait alors la traduction exacte de l'expression grecque 
ànb bfu>(w ifxote t. Je dis traduction, car j’admets par¬ 
faitement que les Indiens ont reçu de la Grèce les 
premières notions des mathématiques aussi bien que 
de l'astronomie, avec une foule d'autres connaissances 
intellectuelles. Ce que je crois, c’est que ces notions 
premières, ils ont su les développer à leur manière, 



de la science, aux calculs et aux considérations théo¬ 
riques de l’algèbre, mais restant fort en arrière sur 
leurs maîtres dam la partie pour ainsi dire visible, 
dans la géométrie. 

Ce qu'il y a de curieux, c’est que les Arabes, 
disciples fidèles, et je dirais presque serviles des 
Grecs, n'ont rien conservé qui traduise exactement 
le àirà ô/xoim ipoia, tandis que nous le retrouvons 
dans le sama-çâdhanam dont font usage tous les algé- 
bristes de l’Inde. 

J. A». Extrait n* t. ( 1878 .) 


& 





—*«•( 50 )•«-».— 

Pour cri revenir à l'explication du problème de 
Bhâskara, je ferai remarquer encore la façon origi¬ 
nale dont il indique la manière d'évaluer la fortune 
de son second personnage 5 après avoir établi que les 
10 chevaux valent ioa?, il dit: taira rûpaçate pnagate 
praxipte, «à cola 100 roupies 1 devenues négatives 
étant ajoutées». C’est une addition d'un nombre négatif 
qu’il effectue. 

Cos mêmes procédés que nous venons do voir ap¬ 
pliquer aux équations du premier degré servent éga¬ 
lement à transformer les équations du second, pour 
les amener ù la forme toujours trinôme, dans l’Inde, 
tantôt binôme et tantôt trinôme, suivant les pro¬ 
blèmes, pour les Grecs et les Arabes, ces derniers 
distinguant, nous l’avons vu, cinq cas (six avec celui 
du premier degré) do ces équations définitives. Ainsi 
Al-Khâmmi expose comme suit son exemple type 
du cinquième cas *. 

Owfc! yl «*»1*S ôlfyj, 0 * «aolû UyXjujfj & 
yj£*i A 1 M ? 5)1 I. \ } ULû (ijMttiJÜl 

^ i £yS ijfbs ^ y, J)h 1 1» 

[jyfa 



1 Voir 1 la noie p. 44 pourquoi je traduis ici râpa par « roupie» *, 
ain«i que <lam l'énoncé par « pièces tl’or ». 



Jl_* Jua-iLJI «y&Jt y*ywil* y*JU!> ^lU^Okl* 

A \ A 

*' i *•• 


\ihsw U oUâj <Xà.b y! yfcj iXa»!j JU <j! liUà üjli 



(jJ^jAS <U«*3 yfra»» 4 y* jjiï dUl tiüij A? J#Ui 





Cinquième cas : 10, partage-lo an deux parts, multiplie 
chaque part par elle-même, ajoute [le* produits] et il viendra 
58 dirhams. — Solation. Posa l'une des deux pris x, l'autre 
10—a; : multiplie celle-ci par elle• même, il viendra 
100 + x '— aoa>, puis multiplie«par», il vient x'\ ajoute- 
les et il viendra 


ioo + a*’ - ao»= 58 dirhems. 


Enrichis les too + ai' des ao«déficients, que tu ajou¬ 
teras aux 58, il viendra 

ioo + aa;' = 58 + ao* 


Ramène ceci à un seul ce que tu feras en prenant la 
moitié de tout ce que tu as, il viendra 

5o+**>=39 + 10® 

Fais la balance là-dedans, c'est-à-dire enlève des 5o les 
39, il restera 


ai + *‘=10* 
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Diophante agit de même, témoin son problème 3 
du second livre. 


tàv btmtxPto>r« rerp&ywov Ziskstv tlt ibo rerpuydnvvt. 
lwtTïT^S&i 8») tôv.îÇ. SieAeiV tlt ibo xtrpçyibpovt, K«t 
Ter^Sü à a . ivvàptat ptie, Ztfoet ipt fiotd8#s,iÇ. Aetyet 
8wdp*«« *. tlvat B*'. nAéww t b» ‘B"'. dw’dpifyô*. 
écran» 8d«ro te, Ae/i^ei roaainuv fiov&iwv 6ow> itflfo i) xSiv ïç 
fiovi&w «Xwpd ■ ëelw tS @ qd pi Aùrbt ipa b B" Mat 
bwifiew S.fij.ÏÇ. if,' it fi?. T«0r# foa poviatiç Xttytt 8wd- 
fitw ptit. — Kott>>) xspocxeMoj t) kebfitt, xai ‘étà bpoiav 
ÔfWta • iwipen 4p« I tenu àpépoTs tç. x«i ylverat à iptdpàt ÏÇ 
■mèprUh»), ., 


éxStais 

vrokkairkacuatrpàt 

4 > 

bfisaie 

psptapbt 


A/ a 

A/ S pl iç if 1 Si iç 
AJ « f« f? 

a; s 

w a 
s a 


i*l IÇ if.Jia 
1 fi içip.j't' i 

I (U iç ss IÇ 
I sï (Ç 
I pîiÇ 
I (« 1 ? 


Étant donné un carré, le partager on deux carrés. 

Soit par exemple 16 à partager en deux carrés. Je pose 
pour le premier #' : il faudra alors que 16—ai* soit égal & 
un carré. Je formo ce carré au moyon d’un certain nombre 
de fois * moins autant d’unités qu’ü y en a dans le côté des 
16 unités données; par exemple, a* — 4 ; lo carré lui-même 

sera donc 4 «* + 16— 16#, Tout cela est égal à 16_ a?. 

— Rajoutons le déficit commun et enlevons les semblables 


1 Je n'ai pas su reconnaître quel mot représente la aigle ^, qui 
indique, dans ces tableaux, le résultat de I» compensation des termos 
négatif*, le jelr des Arabes. 
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Je» semblable» ! 5 #' «err égal è 16®, et a* vaudra i6 cin¬ 
quièmes. 

Tadlbau. 


Hypothèses 

SC 1 

>G~*> 

Carrés 

4®’+ i6~ 16® ■= 

»6 — *’ 

Restauration 

Sa-' + 1 6 = 

iG + i6a- 

Ablation 

5®’ ta 

»6* 


5 ® est 

16 

Division 

X = 

iC 

T 


No» auteurs indiens, de leur côté, appliquent en¬ 
core ici leur règle sans sc préoccuper des signes des 
termes contenant les diverses puissances : voici par 
exemple le premier problème du second degré traité 
par Bhâskara : 

ïïMrff mtâ 

nid ^mifcT t r«tMn 

Alikuhdala-mûtam mâlaitm ydtam, afjau 
nikhUanawma Ihâgâç ca; alint bhrgam ekurn 
Nifi parimula-lubdham padma-madhye niruddham 
prati raijati raçanfam. Bruhi, kântc, ‘li-sankhyâm. 

D’un essaim de mouches & miel 
Prends la moitié, pais la racine : 

Dan» un champ do jasmins celtp troupe butine; 

Huit neuvième» du tout [voltigent dans le ciel] ; 

Une abeille solitaire 
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Entend dans un lotua son mâle bourdonner: 

Attiré par i’odeur, pendant ia nuit dernière 
Q s’était fait etnprisonnor. 

De combien est l’essaim, le saurais-tu, ma chère 1 ? 

1 Ce problème a<léjè figuré dans la Ltlâmti ou «Traité d’arithmé¬ 
tique»: voilé pourquoi l’auteur s’adresse «à sa chère élèves. Il a été 
résolu lè au moyen de la règle empirique citée par Iloson dans sa 
Préface à Mohammed ben Mouça : 

iyt | % | jei) , t&rwt tggwrer pnjqèw i i 

ip ri &i igH gnf%t «H n 

Ottçaghna mâladütayttlatya rifer 
irflasya yuktaiya gunâ sddèô-lqiyd, 

Sfâlam gandrddhma yalom vihtnam 
vargtkrtan t prajjar ahhtffa-râfls. 

(36 dans l'édition do Calcutta, :83a, 6a, dans Colebrooko,) 

Mot è mot : 

Une quantité étant augmentée ou diminuée do sa racino multipliée par ua 
«officient (et ta somma ou la düTéreuco égnlo à un nombre donné], du 
nombre donné augmenté du carré do la moitié du cooQicioat, la racine plus 
ou moins In moitié du coefficient élevée Su carré est la voiour demandée par 
fauteur du la question, 

Kuoncé dons lequel on reconnaît et l'équation 

x±.p\pët=3tf 

et lu formule 

"*] 

Cet énoncé, ce que n’a pas tint remarquer Hoscn, difibre de la 
méthode arabe, dont nous parlerons tout è l'heure, par le double 
signe du coefficient. 

Itoscn n’a cité que ce premier qloka: la règlu do Bliâskara eu 
comprend deux, car fauteur dit: . 

8VJ JjpjIÎRWt 1 <T3 ^«Çtwsnm 

dlèa gana-kamma : taira ltrii\a-müla-jâtan ; karam-iitmm irltadvayatn. 
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«rrer>t wzrésrqrni 


Voici l'opération du coefficient t lù on connaît [la valeur d'uuv <juaulit<i 
et de ta J racine t la régie de l'opération «o compose de deux [diatitjues] vftta. 

Or le second distique, qui est traduit par Colrbrooke, cher qui ou 
eût pu le voir, est le suivant : 

tntr g feiitagflq q { tf vt fow wnilqÿfri ngn t 
îïtfmn çjnpra tTWtHiurctror! ^ar «v» ti 

taiiit lavaif ca-ina-yalat m-rtfir, tktna l/hâga-ùnayultna Mudilvd, 
Dfffm talhû mdlajj»rioîCeai Mhyim lidkfai (nias preklavad «a rà£it, 

(37 ed. Cale., 63 Colebr.) 

Si la quantité a des fractious (d'clle-méme) rctranebées ou ajoutées, on 
divise par un plus ou moins la fractiou et l'on a la quantité donnée et le 
coefficient de la racine, au moyen desquels on obtient la valenrdela quantité, 

8/8 \ 

Or dans le cas présent, l'essaim a ** moins ses - a qui 

voltigent, moins laradue du sa moitié (*) quibutiuu, ost réduit au 
couple isolé, 

a *• —2a**_*s=j ou ( 1 — j**—«=» 

9 \ 9/ 

alors, dit notre auteur, on divise par ^ 1 —-^a ou-, et l'on a 

**—f *■=*9, 

d'où l'on prend le coefficient — £ et le terme connu g pour les re¬ 
porter dans la formule, et 



a.t*» 7a 
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fafôRwmw sfrêr *iw t 1 
%<Hwrw *m \ i aïïfrfe 

®TT^ «Itofo 

Wfwt %\ 


stmcïno^o 

mümtfyt 

sfty% ^ ^ ’sïï^t ïï^t 

«moïno^H 

Ici [il faut poser] la valeur de l'essaim d'abeilles aa>’; la 
racine de sa moitié est a; les huit neuvièmes du tout font 
16 

— a»’; augmentés du couple d'abeilles et do la racine, ils 
9 

sont égaux à a»*: donc 

. û 

a** + o«+o» —®’+a;+a 
9 

Ramenant les deux membres à un dénominateur commun, 
et chassant ce dénominateur 

t8*’ + oa>+o =» j6a>*+gaî +18 

Et en faisant la soustraction [des quantités semblables], on 
trouve pour les deux membres 


ou 


aa^-ga> + o = o** + oa>+t8 
a*’~ç)*= 18 
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L’exemple que j'ai citci plus haut de Brahmagouptu 
est traité exactement de lu môme façon. 

Donc, dans lu préparation des équations, les In¬ 
diens ne se préoccupaient aucunement du signe des 
termes, et ils retranchaient les semblables des sem¬ 
blables sans avoir préalablement comblé les manquants. 

Mais il est encore un autre détail de la prépara¬ 
tion des équations sur lequel je demande au lecteur 
la permission de l'arrêter un instant. L’équation à la¬ 
quelle parvient notro auteur est 

aæ a <=>~a: a +a!-(-a 
9 

Or, il nous dit : paxnu samachedî-kptya , chcdagamc 
«ayant ramené les deux membres à un dénomina¬ 
teur commun, et ce dénominateur parti, [il vient]: 

i8* s «= lôa^+gaî-p-18 

Les Indiens, ou tout au moins Bhâskara et ses suc- 
‘ cesseurs (car, sur les procédés de ses prédécesseurs, 
les documents positifs nous font défaut), ne manquent 
jamais de chasser, comme nous, au préalable, les dé¬ 
nominateurs qui peuvent sc trouver dans l’équation 
du problème; et je ferai remarquer l'analogio des 
expressions sanscrite chéda-game, a le déno¬ 

minateur parti, en allé», et française : «chassant le 
dénominateur». 

Or tout le monde sait que Diophante ne prend ja¬ 
mais cette précaution, et qu'il ne craint pas d'embar¬ 
rasser ses calculs de fractions enchevêtrées les unes 



-••>»*( 68 )m-~- 

dans les autre*. Quant aux Arabes, nous allons voir 
tout à l'heure qu'ils ont bien garde do pratiquer eux 
non plus cotte opération. 

111 . 

ni5SOLUTION DK l'équation trinôme du second degré. 

J'aborde maintenant l’étude des procédés spéciaux 
de résolution do l'équation complète du second de¬ 
gré, lorsqu'elle a été ramenée, pour les Grecs et poul¬ 
ies Arabes, à l'une des trois formes 

ax 3 + bx*=c (uu 2 -)-c = 6 æ oap^bx- f-c 

et pour les Indiens à la seule et unique forme 
aa^zizbx^dtzc 

Cette étude comparative n’ost pas moins intéres¬ 
sante que colles auxquelles nous nous sommes livrés 
jusqu'ici : nous allons même trouver les Arabes en 
retard, il me semble du moins, sur Diophante lui- 
même. Quant aux Indiens, ils vont nous présenter 
encore ici une supériorité marquée sur leurs collègues 
de l’Occident. En effet, tandis que Arabes et Grecs 
faisaient usage d'une formule 

chez les premiers, 

6 , . f¥ 
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chez les seconds, formule à laquelle ils étaient par¬ 
venus, nous en avons la prouve convaincante dans 
tout un chapitre d’Al-Khârizmi, par un raisonnement 
purement géométrique, les Indiens, procédant uni¬ 
quement par l’algèbre, avaient inventé un procédé 
des plus élégants qui se trouve exposé en détail chez 
Bhâskara, sommairement et brièvement chez Brnh- 
mngoupta; mais comme le calcul que fait celui-ci est 
entièrement conforme à une régie additionnelle at¬ 
tribuée par Bhâskara à un ancien Âtchârya nommé 
Çrîdhara, lequel, par conséquent, est antérieur à 
Brahmagoupta lui-même, il est à présumer que le 
mode de résolution en question était connu dans 
l’Inde avant lo vin* siècle, et que, si Mohammed ben 
Mouça ne la pas fait connaître à ses disciples, c’est 
qu’ici, comme partout, ou il ne s'est pas donné la 
peine d'étudier la question, ou il no l’a pas com¬ 
prise; en tout cas, il n’a pas reproduit fidèlement la 
théorie qu’il était censé aller chercher. 

Ainsi que l’a déjà fait remorquer Nesseimann, ce 
qui nous reste de l’ouvrage de Diophante ne donne 
nulle part la règle promiso par lui (ÿcrlspov Si aoi 
Sefêofxev xa) ruas Sio ttScw taw> èv) xcnaXsifflivrcvv 
rà ToioCroy Aésrai, Def. xi) pour enseigner à tirer la 
valeur de l'inconnue d’une équation complète du se¬ 
cond degré : nulle part non plus dans aucun des pro¬ 
blèmes qui l'amènent à une semblable équation, il 
ne décrit en détail la manière dont il arrive à ia ré¬ 
soudre. Mais nous pouvons cependant tirer argument 
de la façon dont il discute certaines équations et iné - 
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yulités du second degré ; donnons-en quelques exem¬ 
ples d’abord, en nous guidant sur le relevé bien 
consciencieux qu’en fait Nessehnann. 

Livre VI, problème 6. 

EùfJsiV rp tyavov àp9oyévm, 6 kw à iv rfy épga&fy vrpoo- 
Aoftwv vàv tvn rtàv x ®oiÿ Scÿévra dpiOpàv. 

ialu à Mets fil Ç • rexixfiw nihv b rplyavot SsSôfiem 
T fy efoi & T,n Ï, nol ytvovro i <f>< i?. «' 7hou pt Ç". 

Trouver un triangle rectangle, tel que la surface, augmentée 
de l’une des cathètcs (écrit x dans les manuscrits), fasse un 
nombre donné. 

Soit le nombre 7 ; supposons do nouveau le triangle donné 
do ligure 3 », 4 », 5 ®. [Los conditions du problème] de¬ 
viennent 6m 1 + 3 ar = 7. 


Or il continue : 

Kai 1er r&v çç rfy ijfuaei ify’ éavrb ttpoodeTvoi rds Sew- 
fiets [Mixtt yevophw], ho imoieTv 06 nroieTroi 8é. 

Or, il faut qu’en ajoutant au carré de la moitié du nombre 
des x le nombre des ** [multiplié par 7]* on trouve un 
carré; il ne so fait pas. 


1 Les mots Mdxti yevofUvoo ontru crochets n’existunt pas dam 
les manuscrits, mais ils se trouvent dans la suite : iWe Jstfcn tiptîv 
Tplyupov âpOoyêvtop, faut ù inà roi! iplatut fuis rSv X -apoiXa&iv 
xà» Ç t«0 i» t$J ipgaify «oiÿ p«, ■ De sorte qu’il faudra trouver un 
triangle rectangle tel que le carré de la moitié d’une des cathéter 
augmenté de sept fois la sur&cc fesse un carré. » 
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l/autoiir veut donc extraire 

Vf+ 6, 7 ou \Jx~ ac 

H ne comaionce donc pas par diviser par a. 

Dans le courant du problème 45 (liv, IVj, il ar¬ 
rive à cotte condition à remplir. 


ç fit tS iMewvét sfot J'* xai xoival ■apoc- 

xeMùxrav al ni' ç- 4pa ls“'ç p! nj iX&nmee *•&. Ôrav 
8è roiatryv laoxxiv bdxrtiifitv, «oiôpev t&v lit rà J> iç'éavrô • 
y terrai S?, Kaf t 4* J'y § M ri» ft; îç yivovrai Aç- npoaOit 
rote &,ytverat fSS, &v «\evpi oix iXM&v i&lt $ Ç. «poaflée 
rà ijfi/aetifia rûv çç mpiêaXe «api rà «Aflÿoe r&v J'y , 
y (vexai oàx iXtrlov $ è. 

6® -f i a < a*’ — 6 : ajoutons en commun Je* 6 unités; 
donc, 6® + i8<a®‘. Pour résoudre cotte équation, faisons 
le carré de la moitié du nombre des ® ; c'est 9 ; le produit 
du nombre des®*, a, par celui des unités, 18, fait 36 j ajouté 
aux 9 [de tout à l’heure], il vient 45, dont la racine n’ost pas 
moindre que 7 (c’est-à-dire comprise entro 6 et 7, mois 6 
serait trop faible). Ajoutez la moitié du nombre des ® [il 
vient 10] et divisez par le nombre des **, le résultat (valeur 
de ®) n’est pas moindre que 5. 


Ici donc, Diophante calcule, en extrayant la 
racine à moins d'une unité près, par excès, 

_ 6 pr— 

ou «JLÎyLJL 


3 


a 
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Pareillement, dans V, 1 3 , noue lisons : 

Éa7« 6 itytobpevot dpiOpùt ‘tS, nul iyrù nard ràvwpot- 
iiopiopàv is' ç. iv popl<p iwiptw 3 povt tîo» 3 petiova 

p 4 v eJm i? lC , iXimxon ib ((? '. doit es' ç npàt 

<Tx 3 ftî* 5 potion Xàyov fyeiv ifmp î? tapât ï?. tou- 

tMtv «s'oê ôptûovtri ptl{o»tt efctai /$< «Ç p\ î?, TdP te rà 
ilpm èp'éaurà ytverai jürft, tyeXe rde M râe pi, rov- 
ré&7i oitd, Aonri bp» pi • robrw «Asu pi ob petiov Au. 
vpôoOet rà ijpm r&v &*, ylvtrat ob pet(ov &, ■aepéSoks 
mpà rà w\f)8o» r&v iwàpew y faerai ob ptftov ÇÇ*. 


... Soit donc lo nombre cherché *, je cherche, d’après 
les délimitations préliminaires, à ce que soit plus grand 
que et plus petit que ... ou quo lo rapport de Qxàx' + i 

soit plus grand quo colui do 17 à ia (6# : «* +i> 17:13), 
c’est-à-dire que 73® doivent être plus grands que 17*’+ 17 
(73® >17®* +17). La moitié du nombre des * élevé au 
carré fait 1396; retrnnchc*-en le nombre des ®* par celui 
des unités, c’est-à-dire 389, il reste 1007, dont la racine ne 
surpasse pas 3 1 ; ajoute* la moitié des ®, il vient < 67 ; divises 
par le nombre des ®\ il vient < ^2. 

«7 


Encore ici, Diophante calcule : 

b 1 pp~ "~ 
, t ^36 + v/3ü<-,» 7 X,7 _ Ü + Và —” 6 
17 a 


Il est inutile de multiplier davantage les exemples; 
ceux-ci nous suffisent bien pour nous faire voir que 
Diophante 
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i* Ne divisait pas par le coefficient de x 3 . 
2° Employait, non pas notre formule 


x 

a n 

mais, et dans tous les cas, celle dont nous faisons 
usage seulement quand b est un nombre pair : 



a 


Je passe maintenant à l'étude do la méthode arabe, 
et je vais citer pour cela quelques exemples pris dans 
Ai'Khilrizmi. Je ne m’occupe pas, bien entendu, de 
la distinction des trois cas dont il a été question plus 
haut : la chose est jugéoj je chercherai seulement le 
procédé général suivi pour la solution de l’équa¬ 
tion. 

I. — Dans un de ses problèmes, où il cherche à 
diviser j o en deux portions telles que l’une d’elles 
multipliée par 5 et divisée par la seconde, puis la 
moitié du quotient augmentée de 5 fois la première 
part, on obtienne 5 o, l’autour arrive à l'équation : 

* 5)1 «jTàll I. Je f\r 

c’est-à-dire 

(»+;)* 



io ~ x 


5o~5ar 
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puis il ajoute : 

& ^vwJt]) tiU gy>» U ovyé (£-* dlil C*b# *Xïj 

.a 10 

U_y£-a-i « il! O* ,$ I 3M I' uy_ùli y f dUL»j ( JUU ils **Xs 

düi 

^ I ^ A 

fj !«• ô j ô»» 

,^r) £ 3>lîj I- 

o^i&ji ufcA> <J& «ifrwt ô)) ilUj JwUl viUi 

lillA ■ Ai«»sl 

yyj !,!•• 

tX-ij ^iU) L fl Ju» ijaJÜlj l$Üo i l (ty <èij sUA5)l \Juaii 
* (J+oè f I* yfiy ijü&i y* Suaiülj l« jtXa. 

<S».l 

Tu sais déjà que si tu multiplies le quotient, ou ce qui 
résulte d'une division, per lo diviseur, tu obtiens la quantité 

primitive. Or, ici, ta quantité primitive est ai#; multiplijs 
alors îo—« par 5o — 5*, et il viendra 

5oo+5#*— ioo #*=>2 i#. 

a 

Ramène ceci à un seul a;', il viendra 

» oo+#* — ao# «a I x. 

a 


W 


h 

t 


E 


) 



( 65 )m~- 

Rétablit 5 l’intégrité les too +*’, et ajoute-les aoa> au i®, 
il te restera 

ioo + *’ ■» ao i ar. 

a 

Prends alors in moitié du nombre des 


.(.0 + 1 ) 


, mul- 


tiplie-la par elle-même o 5 -f i. , retranche-s-en les ioo 

(5 + ^). prends la racine du.reste » fi «■ a -f- ^ ^, 

retranche-la de la moitié des racines ^10 + i—a — 
il restera 8, qui est une des parts. 

Donc, Al-Khârizmi non-seulement conserve le 
coefficient fractionnaire a-fi de la première puis¬ 
sance de l'inconnue dans son équation primitive, 
mais il le divise encore par 5 , le coefficient de 
«pour ramener, dit-il, l'équation à n’avoir qu'un 

seul x 1 ». Par bonheur, ici a + i — - , et la division 

a a 

par 5 ne complique pas beaucoup ce coefficient; 
mais l'auteur arabe n’en aurait cure et n’en a réelle¬ 
ment cure, puisque le coefficient réel est a 0 + i » 
C’est donc l'équation à coefficients fractionnaires 


4i 


#4* lOO*=ïO 


qu'il résout en se tenant rigoureusement à la formule 
réduite 


xtst —£ — 

a 


1. As. Extrait n* 1. ( «878.) 
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11. Un autre problème l’amène à l'équation 


et il dit encore : 



4l A 

r,r 


a ® 1 + aœ <= 



X -i* a j vil*..» U Ovkb (j! ybj <Xa.lÿ JU Jl 

I £ 4 

,J dU taJu» U y£ Jla &f 1 ) 1 

^cjLxXJI 


Réduis-les à un seul x , ce qui so fera en prenant la moitié 

a 

de tout ce que tu as, et tu diras #’ + # = -; puis tu résou- 

4 

dras comme je te l’ai enseigné au commencement du livre. 


Or, dans cette solution, non-seulement le terme 

tout connu 2 mais le demi-coefficient de os seront 
• 4 

fractionnaires. 

Je dois dire, pour être juste, que ce sont les deux 
seuls exemples où le coefficient de assoit un nombre 
entier; dans les autres cas, if est fractionnaire, et 
souvent même, en faisant disparaître cette fraction, 
oh rend tous les coefficients entiers. Mais, encore 
une fois, telle n'est pas la préoccupation d’Al-Khâ- 
rizmi, et voici un exemple qui va nous prouver qu'il 
ne cherche nullement à éviter les complications qui 
peuvent résulter du maniement de. fractions parfois 
fort peu simples. 


i Jf-j U H j e*Jÿfc JU JU yli 
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LLfrJl dsjLtï dit <*-wUxà If sil*)* jm il*4 hJju 

• «<5 *w 

K 1$** JjAÜ < Pi^i y» If ya «t^çJ « l>j j. JytXi 

i^JJu & l&yàxt ft } * p ai) y* iV y» ^ 

uh/-***» ^ , | * | > y <^* *~*Ai ,î^.j)) 

y* *1*1* y* F* U)<W IFP y^*i t^&a i Ifjt yyAXi 
y* ^ y* »j)^»l J «SUyàD çi^AÏ ^ t JU 
) ^; oJ! *¥;*»> *•+ •«■** » J* !»>=*■ F’ ti>£Â» y*y ^ 
•* ®>4 t l )y*4)ü\ },<,*.& /S^tj l$ji h jûujail j 

A* 

y* ^ÿ*?* , *®l 9 •* Uxx (jaïU ry jtôuU 

'U;ô ir 5 I y^y J^l JU) J.X** J .y W SI 1%* H y JU 

r ' -Ô 

w y* W *? If j I J) (Jx ri“J! àjj 8 jA£>.U 
«JJÜ>)j vJJU J& y! jL*atf^i <t-pj JLa y^ j^ljô )« 
y* Itjpi» yA j * C ^ UjU* U I y>1 w uy 

cjy^àjy alU yy£j_J r!)t oy&Xi W *)jçJ 
r 1 3 F UyJàJy M y» U^j l*)d H“ (J^i M « i ^I;0JI 

O*^ il* W > •'F fc«&* » 6 i 

Arrôtons-nous d'abord ici, afin do no pas nous 
perdre. 


Si l’on dit : [soit] un nombre; retranche son tiers et son 
quart et 4 unités, et multiplie ce qui restera par soi-méme, 



et il viendra le nombre [demandé] et une augmentation de 
i a unités, — Voici le calcul : 

Prends oc [pour le nombre demandé], prendson un tiers, 
puis un quart ^ou«Z^, et il restera & parts sur îa dans sc 

^c'est-à-dire Retranche-s-en quatre unités, il restera 

— 4, que tu multiplieras par soi-même; il viendra : 

& parties par & parties font a 5 parties, et en multipliant ia 
par lui-même, il vient t 44 ; ce qui fait a 5 parts sur .>44 
dans *\ ; puis tu multiplieras les 4 unités par 5 par¬ 

ties sur » a de ce deux fois ^a. 4 . — # j, et il viendra 4 o par¬ 
ties dont en tout la dans# * ■ l’auteur ne simplifie 

même pas sa fraction, qui eût pu sc réduire ù ~ enfin, 
les 4 unités par 4 unités font >6 positifs. Puis, tu réduiras 
les 4 o parties [de cr] en 3 # + g# négatifs, et il te restera en 

définitive -^#'+i 6 - ^ 3 #+g#j égaux à la quantité pri¬ 
mitive qui est x plus ia unités 

Restitue [les manquants] en ajoutant les 3 #+^#à#[du 
second membre] -fia, puis fais la balance, en retranchant 
la do 16, et il restera 4 +~; 3 ?=à A#, H faut maintenant 

que tu complètes tes #\ ce que tu obtiendras en multipliant 
tout ce que tu as par b plus 19 parties sur a& [à l’unité] 

fcar^e.~4-iâ»64-i§); si tu multiplies iLa^por 
V 36 a6 aS a 5 / 1 i 44 

5 i|. il viendra #*, et en multipliant les 4 unités par 5 , 


t 

11 



11 ***• * 3 à (»• t 5 - 

si «U multiplies 4* + % par 5 i-9 il viendra a4 x + ^x. 

0 30 ay 

Donc, 1 équation est ramenée à l’expression peu 
siinptn 

x * + 93 Â" a4 ïî*- 


C’est sur cette équation que l’auteur continue: 

<i y* w ) ir oUô*» 

^l;<Xj U-U (jM^ 4 * W ) U)* lé* yj&i I4JU* 

JUi ^ yli ÀJI y^Asdlj *«J y* 0jyfci)lj 

S^iyxi lï^ Uj* Il dUij.ka. <Xâ.Ui <<*?« IM* 
y*3 fc»*é* » i l*>» ir £ tfilt uUai Jx 

Û**JU1 JUI 

Maintenant, prends ia moitié [du nombre] des x, qui est 
1 ix + ( s * c ) i et multipllo-ia par elle-même : il viendra 

155 + 555 ! relranc * lo ' 8 ' onle3 a 3 ^ unités qui sont avec*’, 
il reste J3a + ; prend* la racine, qui fait n + i|, c i 

«joutc-la à la moitié des *,qui est ia + H : cola devient a4 

20 

qui est le nombre demandé. 


On voit, comme je le disais plus haut, que notre 
auteur ne redoute pas de s’embarquer dans les cal- 
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coi» les plus compliqués des nombres Irnctionnaircs; 
et pourtant, avec quelle lourdeur il s’en tire ! 

Arrivons à lu méthodo élégante des Indiens dont 
j'ai parié déjà plus haut; nous l'étudierons, comme 
toujours, dans Bhàskani, qui, ayant donné plus de 
développement à son exposé, nous permet de mieux 
juger du véritable esprit des méthodes de son école. 
Nous remonterons ensuite, pour faire voir que son 
procédé de résolution était connu déjà de ses prédé¬ 
cesseurs. 

Voici la règle qu’il donne sous ce titre : 

Voici l'équation contenant l'inconnue, son carré, etc.; et 
cela s'appelle madhyama - hitranam, * l’ablation du tonne 
moyen*. 

Nous allons voir d'où vient cette dénomination. 

ffrê# triï 

tfiqïïjrT trçrrç; ^ 
gFÇÿPqfl fffjl 

Avyalrfu-mrgttadi yadâ vuçesham, jmxau 
tndd-ifje/ict nihalyn, kiiïtil 
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Jtpym iayorywa pmlapixulut syùd 
aoyakta-paxo; ’tyu pudmu kttyui 
Vyaklasya mdhm tamikriyâ cr mm 
avyakla-mânam khukIMyate lut. 

Si l'on a les restes des carrés de l'inconnue, etc. [({uns un 
des membres], on multipliera les doux membres par un fac¬ 
teur arbitraire, et l’on ajoutera ce qu'il faut pour que le 
membre dos inconnues ait une racine; égalant ensuite cette 
racine à celle des nombres connus, on obtiendra la valeur de 
l'inconnue* 


Ur&- ' 


Atra Çrtdharü-ùvâryu sûtram : 
Catur-Ahata-varga-samai râpais paxadvayam gwiayet, 
Pârva-avyaktasya krtei samaràpdni xipyet layorem. 

Et ici, une régie du docteur Çrldhara ; 

C'est par des unités égales à quatre fois [le nombre des] 
carrés qu’il faut multiplier les deus membres ; et des unités 
égales au carré [du nombre primitif] des inconnues simples 
qu'il faut leur ajouter. 

Cette dernière règle revient & ceci ; étant donnée 
l'équation 


/ -t 

t'.a - 


multipliez par Isa et ajoutez 4 1 , ce qui la change eu 
4 «%* + Itabx 4 -b i ~b 1 + 4 «c 
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Ce qu il développe on prose de la façon suivante : 

** «pwwih ^ afà 
t2sq^h*îi(^4i ^sftrar ^miRi i ^ i frsr 
4wf«4 trot âpTf^^%fT frerr «it 

ÎWT rl^ft: f^hrH^ %^5^T^^2m ^'vhUfeO 
^,1 «TîfitrSÏTpSn^ SffQ^rf 

vt ^®^ii tr®hr ïrow: w&it- 

*n$ Suffît %fïïB $WWrU$4t: tpf: 

sssmwfafa: çrr^u 

Or, la soustraction des semblables (nous avons vu ce qu'il 
entend par ces mots) étant faite entre les deux membres 
égaux, les inconnues au carré, etc. réunies dons un tics 
membres, les quantités connues dans l'autre, puis les deux 
membres multipliés ou divisés par un facteur arbitraire (ici 
se placent et la suppression des facteurs communs, et la dis¬ 
parition des dénominateurs, et une multiplication par un 
facteur particulier que nous verrons plus loin) ; alors on ajoute 
ou l’on retranche aux deux membres une même quantité telle 
que le membre des inconnues dovicnne un carré parlait (mot 
ù mot « soit susceptible do donner une racine •, mila-das, de 
dû, «donner»); par co mémo /bit, lo membre tout connu 
devient nécessairement aussi un carré parfait; car les deux 
membres sont égaux, provenant de deux membres égaux par 
soustraction de semblables, et soustraction ou addition de 
quantités égales 1 . On prend alors la racine do l'un et de 

1 Ce raisonnement n'est |m» mai pour un écrivain indien du 
xn siècle, ncus ne dirions pas autrement aujourd'hui. 
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l'autre, puis égalant eus racines fcc qui donne une équation 
<lu premier degré), on eu tire la valeur de l'inconnue. 

Voyons maintenant l'application qu'il en fait dans 
la pratique. 

On se rappelle que te problème que j’ai cité plus 
haut, p. 87, nous a amenés t\ l'équation 

a® 3 —ga:=> t8 

dans laqueilo, comme lo dit Bhâsknra « les inconnues, 
au carré, etc. sont réunies dans le premier membre, 
et les quantités connues dans le second.» Suivons 
l’explication qu'il donne do l’opération : 

ÇçTf [trfr] mfo: èiçFT d4t>»i8Î)fa ftrrftr 

WffeTBT ^ ïJ^lçSfT *nïï: 

QTi 

rtâ aiRf TT ^l Ft i l mt afNWR qjgt ÏÏT- 
r tT ^ nH^ÏÏ >9^ tt 

Multipliant les doux membres par 8 (ce qui donne i 6®’ - 
7aa=»44) et ajoutant 81 (1600*— 73®+ 8i = aa 5 ol les 
deux membres sont bien des carrés), prenant les racines et 
égalant à nouveau ces racines, on obtient àx — 9 = i 5 d’on 
l'on tire pour valeur de x = 6. En l'élevant au carré et dou¬ 
blant, on obtient le nombre des abeilles 73. 

Donc lo procédé suivi par notre auteur consiste i : 
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>“ rendre le tormc en æ 1 un carré parfait; 

a” compléter le carré dans le premier membre ; 

3" abaisser le degré do l’équation en extrayant lu 
racine des deux membres; 

4" résoudre à lu façon ordinaire l’équation du pre¬ 
mier degré qui en résulte. 

Et ce procédé s’appelle à bon droit a ablation du 
terme moyen, » puisque d’un trinôme du second degré 

il fait un binôme du premier degré commençant par 
aa® (ou même par ax si b est un nombre pair) d’où, 
par conséquent, la trace du terme bx a disparu. 

Bhâskara qui, comme nous le verrons plus loin, 
savait appliquer ce procédé à certaines équations de 
degré supérieur au second, ajoute, pour compléter 
son second distique : 

fT3T ïfà'faî g stqédi II V>& || 

Na nirvahec ced ghana, vargavargethv nam, 
taddjneyam idam tva buddhyâ. 

Si la chose no réussit pas ainsi, pour les cubes ou les 
carrés de carrés, ou cherchera la solution par sa propre 
intelligence. 1 1 

Et en prose : 

** «fà* SRïrfs^ftr 

'pfaTWTCPTFf ^ Itmf ^f%ÏÏ T<Mirri^ ^rïïH 
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Uu si ayant opéré comme il oit dit, lorsqu'il y a dus cubes, 
de» carrés carrés, etc., quelle que soit lit structure de la ra¬ 
cine du membre connu, la chose ne réussit pas, il faut alors 
chercher lu valeur de l’inconnue par sa propre intelligence : 
car l'intelligence est la meilleure des algèbros. 


Voici maintenant la règle de Brahmagoupta : 

« Mets le nombre connu dans le côté opposé à celui 
où sont les restes de la soustraction de l’inconnue et 
de son carré. Au nombre connu, multiplié par quatre 
fois le nombre des æ 2 ajoute ie carré du [coeflicicnt 
du] terme moyen} ia racine de ceci, moins ie [coef- 
licient du],terme moyen, étant diviséo par deux fois 
le nombre des carrés est la valeur de x. » 

Et appliquant cette règle sur l'équation 


tn^oïfTo 

^ 3T lo % o 

voy, (p, 20), il dit : 


ou — g =»#'•*—10* 


Du nombre connu (— g ) multiplié par quatre fois le nombre 
des»* (4.1 X (- 9 )=— 36) et augmenté du carré du [coeffi- 
cientdu] terme moyen (— 36 + 100 **» 64) extrayant la racine 
( 8 ), on retranche le coefficient (— 10 ) du terme moyen 
(8- [—10] = 18) ; le reste (sic) t8 divisé par deux fois le 
nombre des carrés donne pour valeur do * = g. 

Brahmagoupta ajoute ensuite un second énoncé 
pour le cas où b est pair : il multiplie simplement 

par a et ajoute i i 2 . 

J'avoue qu'en lisant cette règle et en étudiant 
l’exemple à l'appui j'ai longtemps cru que Brabma- 
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goupta avait ignoré le procédé élégant et purement 
algébrique par lequel Bhâskara abaisse le degré de 
son équation. Mais on considérant que : 

* préparation de la quantité à soumettre au 
radical indique nettement que notre auteur multi¬ 
plie son équation par 4a et ajoute 6* aux deux 
membres, c’est-à-dire se conforme à la règle do Çrî- 
dhara, énoncée parBhâskara comme corollaire à la 
préparation du carré du premier membre; 

2° H a ppelle, au témoignage do Colebrooko, l’opé- 
ration ST&lHit&rt madhyama-iharanam 1 « ablation 
du terme moyen», tout comme Bhâskora; et nous 
ayons vu que cette expression désigne la réduction 
d un trinôme du second degré à un binôme du pre¬ 
mier; 1 

J ui acquis la conviction que Bralimagoupta avait 
aussi recours à l’abaissement du degré do son équa¬ 
tion. 1 

Kn tout cas, ce qui est certain, c’est qu’il ne di¬ 
visait pus, comme les Arabes, par ie coefficient de® 5 , 
et que son énoncé répond à notre formule 



Aryabliaja n ayant point traité, dans son chapitre 
relatif au calcul, les équations du second degrc, nous 


e 

» 


i 

i 

i 


1 BbtUkara dil madltjama-haranam . Brahmagoupla, tl’aprè* Co- 
l.'brookv, madhyma-Alum.itm: la acuta différence comble dans 
t emploi par co dernier de la préposition préfixe û qui n'ajoule qu'une 
nuance msiguiflaute au jen» du verbe har, «prendre, enlever». 
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ne pouvons savoir quelle règle il suivuit dans ce cas; 
toutefois, ta formule dont nous avons parlé plus 
haut (note à la p. 28) et qui donne le nombre a des 
tonnes d’une progression arithmétique qui a fourni 
une somme S, 

n _ r- aa±y/(r- aa) t +«»‘S 
ar 

n’est autre chose que l’inconnue de l’équation 
rn 3 ~(r—an)n — aS = o 

qu’on obtient en ordonnant par rapport aux puis¬ 
sances de n la formule connue donnant S. On voit 
ici que ia solution est absolument conforme i\ la 
nôtre et de la forme 

a a 

Donc Âryabhaja non plus no divisait pas par le 
coefficient de 

J’ai dit tout à l'heure queBrahmagoupta, dans un 
second distique, modifiait sa solution pour le cas oii 
b est pair, en multipliant simplement par a , et ajou¬ 
tant^; Bhâskara, bien qu’il n’énonce pas cette déro¬ 
gation à la règle de Çrîdharn, ne la met pas moins 
eh pratique : ainsi, dans un problème, ayant à ré¬ 
soudre 

o *TT 0 


ou 8^-54*= >4 
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il (lit simplement : 

*TT6 %Ï9 

®n , ° * 

Multipliant les deux membres par 8, ajoutant le carré 
(le a 7 l ,01t ] 7 a 9 ' prenant les racines, il vient 

&*— 27 = ag. 

Bien mieux, dans le problème suivant, il arrive j 
à l’équation 

*n*nfsm* 

^oîTTo 9a4+,aiC==Co 3 

Comme ici le premier terme est un carré, et 6 
est pair, il dit seulement : 

r ra^ft ^Mtfiu tr%®r ^ i^iterr igpr*. 

Ajoutant aux deux membres 4 unités, et prenant les ra¬ 
cines, on a de nouveau 3» + a «=> 8. 

Assurément, il avai t trouvé toutes ces simplifi¬ 
cations dans sa svabuddhi. 

J'ai préjugé également, d’après la première res- 
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triction à sa règle, qu'il savait appliquer le même 
procédé purement analytique à quelques équations 
de degré supérieur : je ne puis résister è l'envie d'en 
citer quelques exemples. 

Troisième degré : il se propose de chercher un 
nombre tel que multiplié par ia et ajouté h son 
propre cube, il donne une somme égale à six fois 
son carré augmenté de 35; on d'autres termes, il 
cherche à résoudre 


zn? % m o u ^ 
ztra o rnw £ *n o 


a? + iaæ=«5æ* + 35 


a r dTm Ttr ^ r mi \ «n^'iïrr^i 

fjl I wtâ fïïl^î fàsjHïT (Var. de Co- 


lcbrooke 




Ayant fait la soustraction des semblables, il vient dans le 
premier membre »’ — 6»* +- nx, dans le second 35 ; retran¬ 
chant de ces deux membres (d'après Colebrooke : ajoutant 
négativement) 8 unités, et extrayant les racines, il vient 
x— a =3. 


Quatrième degré : l'équation à résoudre est 


—jiKfj. 1 »‘-»«’-4oom=9999 

qT^ o 0 ZTT o ^ciflfcj 
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ici Bhâskara va nous tairo voir ce qu’il entend par 
la mùuddhi, 

** tarerotr ^cnf^sRf 

wfau!4 zm 1 f \ \ ïï^ rfmfrlfaÜHl . 

m üoo ^^oooo ?n%i fan ^ 

i wrr ssr h ^ trçpf^ sr R r fr- 
3i‘î^n*ii| t Tïfènar 

t ra^t^r ïïi^i rTwr 3 tspt% firfr irnt «rrsrsri 
$.n Scnjrlr 5 «rrsr a an Üoo =T \0000 I 
ÏTC^FÏ 

*TT ^ ^loo 
^ft: sf^srmttr^r 

*nar o *rr o ^ tftf 
nfôpzr jj?ir 
«m ** 

tff^rfssfr qrevtiq«HM f 111 
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Ici il est vrai que si l'on ajoute au premier membre 4 oo® +1 
ce premier membro a pour racine - tj mais ie second 
membre Augmenté de la même quantité, 4 oo» + ioooo, n'a 
pas de racine : la chose ne réussit pas ainsi, et ii faut avoir 
recours ê un artifice. Ici, en ajoutant aux deux membres 
4®* + 4oo® + 1 les deux membres ont chacun une racine : 
si i'on ajoute cette quantité au premier membre, il devient 

+ am* +1 ; au second membro, 4«* + 4oo® + ioooo, dont 
les racines sont *’ + i et a® + îoo; faisant sur ces deux ex¬ 
pressions la soustraction des semblables, les deux membres 
deviennent m* — a* et 99 ; en les égalant, ajoutant 1 do part 
et d'autre les racines sont ® ~ 1 et 10; égalant n nouveau on 
en tire x =* 11. lia excogitundum est I 

Je ne puis m'empêcher de revenir encore sur 
l’étonnement que me fait éprouver la rencontre de 
raisonnements si clairs, si coulants, si purement al¬ 
gébriques, si bien et facilement exposés, lorsque je 
songe que leur auteur vivait dans l’Inde au xu’ siècle 
de notre ère, é une époque où ses contemporains de 
l’école grecque agonisante, de l’école arabe alors au 
summum de sa prospérité, de l'école italienne nais¬ 
sante à peine, pataugeaient (qu’on me pardonne ce 
mot d'argot) dans des raisonnements lourds et pâ¬ 
teux, recourant à tout instant â dos démonstrations 
géométriques dont ils ne savaient plus tirer parti, 
et n’étaient pas même arrivés, depuis bientôt deux 
mille ans que leurs maîtres et' eux faisaient des ma¬ 
thématiques, à la notion si simple que les termes né¬ 
gatifs d'une expression algébrique ne diffèrent des 
positifs que par un simple signe, et peuvent et 
doivent dès lors être traités de la même façon : et il 
J. As. Extrait n” ». (1878.) 6 
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y avait six siècles déjà que dans l'Inde, pays réputé 
barbare et quasi sauvage, cette notion était devenue 
vulgaire et avait porté les fruits que l’on vient de 
voir. 

IV. 

double racine de liquation du sbcoxd deûré. 

Encore un petit détail intéressant pour terminer. 
Bhftskara ajoute à sa règle pour la solution de, 
l'équation du second degré un troisième distique. 

SS* 

çm ïrrut 


Avyaktu-mâlarnaga-râpato 'Ipam 
vyaktasya paxaiya padam yadi sydl, 

Rnam dhanam taccavidhûya, s&àhyam 
ttvyailamânam dmidkam /iracil. 

Si la racine du membre connu est plus petite que le nombrp 
négatif qui figure dans la racine du [membre] inconnu, en 
prenant cotte [racine] négative ou positive, on obtiendra dans 
certains cas une double valeur de l'inconnue. 

ssairfa enfà wifrfar 

wi ^rr naoiMtfalci : httht ht fefSroï 
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Or si les unités qui se trouvent dans la racine du membre 
des inconnues sont négatives et telles que soient moindres 
qu'elles les unités provenant de la racine du membre connu, 
en faisant celles-ci positives où négatives, on obtient [tou¬ 
jours] la valeur do l'inconnue, et elle est double. 

Ce qu'il appuie sur lés exemples suivants : 

*ærr#r i ft fcÿu : n 



^T: 

Vananintardle phtmga-as(a-bkâgus 
samvargito valgali jâtirâgat : 

Brûl-kara-nâdu prtitinàdu hrftât 
ilrflds gintu dvidaça. Te kiyantus? 

Des singes s'amusaient : de la troupe bruyante 
Un huitième au carré gambadait dans le bois. 

Doute criaient tous è la fois 
Au haut de la colline verdoyante. 

Combien étaient-ils nu total ? 

3 T11 wwwtomiT s i giwyh qyw 
è f « 

o 1 ^ o 

D. 
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SPihT; H*T$ÇT^Rt*ï s^Th SJm*? ^ ^iïï HTm ïï^fr 

*r*n 

ïmo^fTo 

wwt: grfitgreflgwft^ 

*n 

«ïïo %ü 

m asnthU%I^HHi!^î|^ts5*TTfrT «WWWfrlfr 
tïîfr V* jR5t «r fRSTT <*af qm i W^iM ftfàtf 
%t i i€ il 

Ici [posons] la troupe de singes = « : lo carré de son hui¬ 
tième augmenté de i a fait la troupe entière, dit-on : les deux 
membres sont 

— + oa?+ ta = o*’ + * +o. 

04 

Réduisant les -deux membres au même dénominateur, 
chassant celui-ci, les deux membres deviennent 

«’ - G 4 » » — 7G8 

ajoutant de part et d'autre le carré de 3 a, et extrayant les ra¬ 
cines, fl vient 

x- 3 a 16. 

Ici les unités négatives de la racine du premier membre 
sont telles que les unités do la racino du second sont plus 
petites quelles : on peut donc prendre ces dernières positives 
ou négatives, et l'on a nno double valeur de x, 48 et 16. 
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«fit \ 

'wjjfaijHi snïïi ïirpB ^ ut ürrt m i 

Kâ karna-trilavêna-ând dvddafa-angula-çaàku-bhâ 
Cuturdaça-afiguld jdld : ganaka , brûhi tàm çighratn. 

De l’ombre d'un gnomon do douta doigts do bout, 

On retranche lo dora do son hypoténuse; 

Restant quulorto doigta, si point je no m'abuse. 

Calculateur qu'on n'a jamais pria en défaut, 

Dis-moi Is longueur do cette ombre. 

m m *TT \ I & te ^[|T|RT 

ïïTïïT I ^ïït % ÏÏ^RM^tî îrtT 

3TTïï: «ïï 5 ^ \ spf ^ 

tsSsi i m \% m wflyw 

0 qnr o sj^&o 
f&pfàùS «Hjfcqfe çrreft ïïfepZT 
«IT* 

*?T o *£>9 

5Pïïft: UTE^ q rerTE RHrt fefof 

îrsssTTT*n4£ 1 {« wn wfapot 
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mr sqwmimr i m ^ fçfat 
*nmsfàr 

fpl ’KF#?t ^TT fèfàylrM^ ft(d:« |fïï 

cm sqfir^i^ j # n 

Soit ici l'ombre 0 : celle-ci diminuée du tiers de l'hypoté¬ 
nuse est égale à i 4 doigts : donc, réciproquement, si l'on en 
retranche, i à, le reste est le tiers de l'hypoténuse 0 — i4, 
ceci multiplié par 3 est l'hypoténuse elle-même, 80— 4 a; le 
carré de cette expression 90* - a5sa> + 1764 est égal au 
carré do 1 hypoténuse 0* + i 44 ! égalant ces valeurs et faisant 
la soustraction on a l'équation 

80* — a 5 a# s» — i6ao 

multipliant par a, ajoutant le carré de — 63 unités, et pre¬ 
nant les racines r 

40 — 63 >= 37 

Égalant celles-ci et prenant le quotient, on obtient une 

double valeur do x, c’est-à-dire de l’ombre, savoir Met 8. 

2 | 

Ici la seconde ombre, étant moindre que i 4 , ne doit pas être 
prise pour cause d’impropriété. Voilà pourquoi on a dit : une 
double valeur quelquefois. Donc ce qui est enseigné dons l’al¬ 
gèbre de Padmanâbha : 

«Si la racine du côté connu est moindre que les unités 
« négatives de l’autre membre, en prenant positive ou né- 
«gativo on a une double valeur, » 

Le cas présent le met en défaut. 

Que résulte-t-il de cette règle et des o^emples à 
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l'appui P Bhàskara (et, on le voit, ses prédécesseurs 
également) est amené, par une règle antérieure et 
que nuns avons citée déjà, ^TÔ| sva-mûle, 

tïkanariie «plut a doux racines, une positive et une 
négative», à donner le double signe à la racine du 
nombre connu qui se trouve former le second 
membre de son équation, fl s’en abstient toutes les 
ibis qu'il serait conduit ainsi à une solution négative, 
parce que, dit-il à la fin d'un autre problème que je 
n'ai pas cité, ts^ Snpfôr Hl<=hW ïïrfaf vyakte ma- 
gâte lokasya pralîpam «il y a dans un nombre déter¬ 
miné négatif quelque chose qui choque les gens (c'est- 
à-dire le sens commun, le bon sens)». C'est ce qui 
arrive dans le cas où «le nombre contenu dans la 
racine du membre aux inconnues » est positif, parce 
que, passé dans le second membre, il devient négatif : 
c’est co qui arrive également quand cc nombre, 
quoiquo négatif, est plus petit que la racine du se¬ 
cond membre. Mais quand le nombre en question, 
négatif dans le premier mombre, donc positif dans 
le second, est plus grand que la racine du second 
membre, quel que soit le signe de cette dernière, la 
solution sera toujours positive et l’école indienne, 
représentée pour Bhàskara par Padmanâbha, admet 
ime double solution de l’équation. C'est par l'algèbre 
pure, sans intervention d'autres considérations, quo 
les Indiens sont arrivés à cette conclusion. Bhàskara 
y ajoute, de son propre fonds, la discussion de ces 
valeurs, et le choix de colle qui, lorsqu’elles sont 
positives toutes deux, convient au problème posé, et 
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il rejette la solution impropre en so basant unique¬ 
ment sur des raisons arithmétiques ou algébriques. 

Nous avons vu plus haut qu'Àryubhapi savait in¬ 
terpréter les valeurs négatives de certains problèmes 
du premier degré ; ce souvenir ne s'était pas perdu 
dans 1 école, et si Bhâskara no prend que la solution 
positive de ces problèmes, c'est que seule elle répond 
au problème posé; mais nous avons, chez un de ses 
commentateurs cité par Colebrooke, Krichna-Bhaîîa, 
un exemple curieux d’une interprétation du même 
genre. Il s'agit, dans un problème de Bhâskara d’une 
troupe do singes dont un cinquième moins trois au 
carré s est caché dans une caverne, un seul singe 
restant à gambader dans le bois ; le problème con¬ 
duit â 1 équation x* — 55x =■ — q5o , et aux deux 
solutions 

a/*=5o 5. 

Bhâskara rejetto cette dernière, parce que g5 — 3 
serait négatif. Krichna-Bhafta dit alors : «Si l’énoncé 
eût été le cinquième de la troupe retranché de trois, 
c’est la seconde solution, 5, qui eût été la bonne, 
et non 5o; car le cinquième do ce nombre ne peut 
se retrancher do 3. » 

Voyons un peu maintenant comment l’école 
grecque, ou son unique représentant pour nous, 
Diophante, et le fondateur de l’école arabe, Ai-Khâ- 
rizmi, ont traité ce cas d'une double solution possible 
de l’équation du second degré. 

On lit dans Ncssehnann {Algcbm dtr Griechen, 
p. 3ao) le passage suivant : 
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«Diophante ne considère qu'une seule racine de 
loquation quadratique, ne paraissant pas connaître 
la valeur négative du radical. Cette omission ne sau¬ 
rait nous étonner quand une des deux racines est 
négative, c’est-à-dire dans le cas dea équations de la 
forme x^dtpx^+tj: mais le fait est surprenant dans 
le troisième cas, a* 3 — px «= — 9, où les deux racines, 
lorsqu’elles sont réelles, sont positives : dans ce cas 
les Arabes, aussi bien que les vieux Italiens (il cite 
en note Léonard de Piso), considèrent les deux ra¬ 
cines. » 


H est vrai, Diophante ne parle nulle part de cette 
double valeur; mais encore une fois il n’écrivait pas 
un Traité d’algèbre, mais résolvait par l’algèbre une 
certaine série do problèmes de la théorie des nombres, 
et il s’est trouvé que dans ceux de ces problèmes qui 
conduisaient à uno équation susceptible de deux so¬ 
lutions positives, l'une d’elles était rejetée « priori. 
Ainsi, par exemple, dans le problème V, i 3 dont 
j'ai cité un fragment plus haut (p. 6a), l’inégalité 


résolue dans ce passage, 7a*> 17®*-}-17 con ' 

duit bien à deux valeurs positives pour *'-<7? 

&"< A. mais il y a une autre inégalité à résoudre, 

yux<C 1 ga; a -f 19, laquelle amène aux deux autres 

solutions al > — or comme- 5 .il 

>9 *9 *7 »9 

n’est pas possiblo de trouver une valeur de x qui, 


inférieure à la première, soit supérieure à la seconde, 


et le groupe des racines à radical négatif doit être 
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rejeté. Diophante n’en parie pas, et nous non parle¬ 
rions certainement pas plus que lui. 

«Les Arabes, nous dit Nesselmann, tenaient 
compte de cette double solution.» Ceci ost vrai 
jusqu’à un certain point, que je vais éclaircir par 
quelques citations. D'abord, iis en admettaient la 
possibilité en principe, et s'appuyaient pour cela sur 
une démonstration géométrique que je vais rapporter 
tout au long d après Al->Khàrizmi, parce qu'on y 
reconnaîtra encore tous les caractères des procédés 
géométriques des Grecs : je supprime seulement le 
texte, pour ne pas allonger inutilement cet article. 

« Démonstration do c as x 3 -f 2 i => i occ : 

« Nous représenterons a? par un carré de côté in¬ 
connu AD. Nous y joindrons un parallélogramme 


« L K 



dont la largeur soit égale au côté du carré AD, soit 
UN, et soit le parallélogramme I 1 B : la longueur des 
deux figures prises ensemble étant GH. Or nous 
savons que cette longueur vaut 1 o en nombres : car 
toute figure carrée a ses angles et ses côtés égaux, et 
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i’un quelconque do scs côtés multiplié put* i est une 
racine du carré, par a, deux racines, etc. Or il a 
été dit que æ® 4 - a i est égal à » o racines do æ a ; nous 
savons donc que la longueur du côté GH vaut 10 en 
nombres, puisque GD représente x. Partageons 
maintenant GH on deux parties égales en J, et alors 
la ligne HJ est égale & la ligne JG*, il est également 
évident que JT = GD. Maintenant ajoutons à la 
ligne JT, dans la même direction, quelque chose 
qui soit égal il l'excès de GJ sur JT, afin de faire de 
la figure un carré : alors la ligne TK devient égaie à 
la ligne KM, et nous avons un quadrilatère équila¬ 
téral ot équianglc, à savoir MT. Nous savons déjà 
que lu ligne TK vaut 5 : telle est aussi la valeur des 
autres côtés, et la figure vaut a5 : or c'ost ce qu’on 
obtient en multipliant la moitié [du nombre] des 
racines par elle-même, car cette moitié est 5 et 
5 x 5 = a5. Nous avons déjà dit que le quadrilatère 
HB représente les a i unités ajoutées à nousavons 
tranché le quadrilatère HB par la ligne TK (qui est 
i’un des côtés du carré MT) de sorte qu’il non reste 
plus quo TA. Maintenant nous prendrons sur la 
ligne KM une ligne KL égale à JK, et il est évident 
que TJ = ML; or la portion LK de la ligne MK est 
égale à KJ, par suite la figure MR est égale à la 
figure TA, et il est évident que le rectangle HT 
augmenté du rectangle MR est égal au rectangle HB, 
qui représente a î. Mais le carré MT tout ontior a 
été démontré égal à a 5. Si nous retranchons de ce 
carré MT les rectangles HT et MR dont ia somme 



—**•( 92 )« «>. 

vaut ai, il nous restera imo petite figure RK, qui 
représente la différence entre a 5 et a i. Or il vaut A 
et la racine, la ligne RJ, qui est égale à JA, vaut a. 
Si nous retranchons cette ligne de GJ qui représente 
la moitié [du nombre] des racines, il restera la ligne 
AG, vidant 3 , qui est la racine de Et si nous 
ajoutons cette ligne (RJ) à GJ, qui est la moitié [du 
nombre] dos racines, la somme est 7, représentée 
par RG, qui est la racine d'un carré plus grand que 
3? ! cependant si iu ajoutes à ce carré a 1, la somme 
sera égale à 10 do ses racines. » 

En lisant attentivement cette démonstration peu 
élégante, on l’avouera, on reconnaîtra aisément 
doux points capitaux : 

1“ Al-Khârizmi enseigne qu’il faut prendre régu¬ 
lièrement la valeur négative du radical y/£ — q qui 

seule conduit à trouver pour l’inconnue du problème 
la racine du premier terme a? représenté par le 
carré AD dans sa figure. 

a” Il accepte par oui-dire que la valeur positive 
peut aussi fournir une solution de l’équation pro¬ 
posée, mais il s'embrouille dans sa démonstration parce 
que RG, qui représente cotte solution, est plus grand 
que AG qu’il a tout d’abord choisi pour représenter *, 
et que ÂG n’est le côté d’aucun carré tracé sur la 
figure. 

Et en effet, dans les exemples qu'il cite plus loin 
et qui conduisent à des équations rentrant dans le 
cas on question, cest toujours la solation correspondant 
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au radical négatif qu'il admet, alors môme (ot eela 
arrive presque toujours) que ia seconde solution ré- 
pond également au problème, Exemples : 

I. Lorsqu’il arrive plus loin à résoudre algébri¬ 
quement cette équation î i + x s «= i o* sur laquelle 
il a fait sa démonstration géométrique, après avoir 
trouvé que la valeur du radical est a (\J a 5 — a i 

\J l\ *- a ), il ajoute simplement : Uuaj ^ susJUU 
<2? V^^èJly «XaJ ytj t* <£*4 £ {ÿtll 

u retranche ceci de ia moitié des racines qui est 5 , il 
restera 3 qui est l’une dos parts (de 10) et l'autre 
est 7. » Or il eût eu cetto seconde valeur 7 en ajou¬ 
tant son radical a à £ qui est 5 . 

IL Plus loin encore il divise de nouveau 10 en 
deux parties dont les propriétés écrites algébrique¬ 
ment l’amènent à l’équation 

a4 -J-® 8 **» 10® 

ici £ »= 5 , 9 = a 4 . \/ib — a4== 1, et il dit encore 

« retranche ceci de la moitié des racines qui est 5 , il 
restera 4 qui est l'une des parts. » Et encore ici l’autre 
part, qui est 6, n'est autre chose que 5 + t. 

Donc Mohammed ben Mouça admet bien en théorie 
que l'équation qu'il écrit «? *+- 9 «=* p» a deux solu¬ 
tions, mais en pratique il n’en emploie jamais qu’une, 
alors même que la seconde répond au problème posé. 
Il est remarquable, du reste, que la seule solution 
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dont il fasse usage est celle qui répond au signe — 
du radical, contrairement A ce que nous avons vu 
chez Diophante qui, lui, ne fait jamais usage que 
du radical avec le signe Nous sommes loin, on 
l’avouera, du procédé net et précis de Bhftskara, qui 
même pour la forme d’équation en question prévoit 
le cas où le radical serait imaginaire pour le mettre 
de côté, et lorsqu'il est réel, forme les deux solutions 
positives et en discute la convenance et l’accord avec 
l'énoncé du problème. 

CONCLUSION. 

Les nombreux exemples que je viens do citer 
auront amené, j'en ai l'espoir, le lecteur qui aura eu 
la patience de les suivre, à se convaincre de l'exacti¬ 
tude des faits que j'énonçais en commençant et que 
je résume ici A nouveau : 

J° Il a existé dans l'Inde, à partir de la fin du 
v* siècle au moins, une école de mathématiciens al- 
gébristes qui avaient fait faire à cette branche de la 
science des progrès surprenants. Cette école, inspirée 
peut-être par un premier fonds d’enseignement venu 
de la Grèce, peut-être aussi en possession de notions 
scientifiques empruntées à une autre source qui pour¬ 
rait être la Ghaldée, est infiniment supérieure à 
l’école grecque pour les idées générales et pour l'élé¬ 
gance du calcul. 

a” Les Arabes, qui sont censés, sur leur propre 
assertion, avoir importé en Occident la science in- 
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(lionne, ne l'ont point fait : leur maître A tous, Mo¬ 
hammed ben Mouçxi AI-KIiârizmi, soit qu'il ait eu 
la malechance de tomber sur de mauvais maîtres 
qui ne l'ont pas bien enseigné, soit qu'il n’ait pas 
compris l'enseignement, généralement peu intelli¬ 
gible, des Pandits indiens, n'a consigné dans son 
Traité d’algèbre rien qui rappelle les doctrines ni de 
son prédécesseur do près d’un siècle Brahmagoupta, 
ni même d'Âryabhata, qui lui était pourtant anté¬ 
rieur de trois cents ans, Ses idées, sa méthode, ses 
procédés de calcul sont purement grecs, et dans bien 
des cas absolument identiques à ce que nous voyons 
mis en pratique dans l'ouvrage do Diophante. 

Ces deux faits, dont, je le répète, je crois avoir 
démontré surabondamment la réalité, sont d'une im¬ 
portance capitale pour l’histoire des mathématiques 
d’une part, de l’autre pour celle du développement 
de l’esprit humain chez nos frères d’origine, les 
Âryas de llnde. Le premier d’entre eux prouve d’une 
manière irréfutable que tout, dans le domaine de la 
science, n’a point été Inventé parles Grecs. Il dé¬ 
montrera aux personnes qui trouvont quelque in¬ 
térêt & savoir où, par qui, comment et à quelle 
époque tel ou tel progrès scientifique a été réaiisé, 
qu’il leur faut do toute nécessité donner place dans 
leurs recherches aux œuvres des vrais savants qu’a 
produits la vallée du Gange ou la côte occidentale 
de la péninsule hindoue. Les indianistes sont tout 
prêts, si on le leur demande, A fournir les maté¬ 
riaux nécessaires A ces recherches, A continuer les 
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études des Colebrooke, des Burgess, des Kern, à pu- 
Wier et & traduire les documents sans nombre que 
renferment nos bibliothèques et celles de l'Inde, 
documents qui fourniront certainement des rensei¬ 
gnements précieux sur ce qu’a pensé et enseigné ce 
peuple éminemment intelligent et naturellement 
porté vers les considérations spéculatives et abstraites 
dans lesquelles rentre ce qu’on appelle on mathé¬ 
matiques l'Analyse. 

Je viens de faire voir que les Arabes ne nous ont 
donné aucune idée de la façon dont les Indiens avaient 
compris et pratiqué le calcul algébrique : j’ai tout 
lieu do croire, comme j’en ai dit un mot plus haut, 
que sur plus d’uno question un peu difficile de l’arith¬ 
métique pratique ils no nous ont pas mieux rensei¬ 
gnés. La géométrie de l’école indienne n’a jamais 
encore été étudiée : plusieurs traités de cette science 
existent en manuscrit dans nos bibliothèques, que 
l’on a laissés do côté sans les examiner parce qu’ils 
sont dits traduite des Éléments d’Euclide; mais il se¬ 
rait au moins curieux de savoir comment cette tra¬ 
duction est faite, si elle reproduit plus ou moins 
fidèlement l’original grec, ou si elle y a introduit 
quelques changements, ne serait-ce que do détail. 
Tout du reste, dans la géométrie des Indiens, n’est 
pas d origine hellénique : j’ai fait voir dans ma tra¬ 
duction du chap. ii de l'Âiyabhatiyam que l’auteur 
de ce traite, qui connaît déjà pour w la valeur si 

exacte âôô53“3>‘4i<>, donne pour expression du 
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volume de la pyramide >• te produit de lu buse par k 
moitié de la hauteur», et pour celui de la sphère « la 

puissance|d'un grand cercle». Blulskara lui-même 

donne, dans sa LUâvaii, pour évaluation du volume 
d’un tas de blé supposé conique « le sixième de la 
circonférence de la base, élevé nu carré et multiplié 

par la hauteur» ou (j j-wR 5 . Ces formules fausses 

n’ont .japiais été enseignées par les Grecs, L’astro¬ 
nomie dos Indiens ne me paraît pas non plus avoir 
dit son dernier mot à l'histoire ; jusqu’ici l’on n'a 
étudié à fond que le système du Sûrja-Siddhânta 1 , 
ouvrage qui, bien qu’on en ait dit, m’a paru, rap¬ 
proché de ï'Âryabhatfyam, porter les traces évidentes 
d’une rédaction relativement moderne. En parcou¬ 
rant les chapitres consacrés à l'astronomie dans 
l’œuvre d’Âryabhapt que je viens de nommer, j’ai 
aperçu plusieurs énoncés qui, au premier abord, et 
sauf examen plus approfondi, m'ont semblé différer 
notablement de l’enseignement du Sûiya-Siddlulnta, 
et avoir été, pour ce motif, mal interprétés par le 
commentateur. 

En somme, ce que l'on enseigne actuellement en 
Europe sur les doctrines mathématiques et astrono¬ 
miques dans l'Inde me paraît entièrement à refaire. 

Quel champ d'études plein d'intérêt s'ouvre ainsi 
pour la pépinière de jeunes savants que nous prépare 

1 II faut excepter pcul-Strc de « que je dix ici la publication et 
ia traduction de l'œuvre de Varâlia-miliir.i par M. Kern, que je n’ai 
point encore eu occasion de lire. 

J. As, Extrait n* i. ( 1878.) 
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en ce moment notro École des Hautes études! Ceux 
d'entre eux que leur disposition d’esprit ne porterait 
point vers la littérature pure ou vers les idées abs¬ 
truses do la plnlosopliic hindoue, et qui d’autre part 
auraient acquis dans leurs études classiques une con¬ 
naissance suffisante des premiers éléments des ma¬ 
thématiques, connaissance qu’il leur sera facile d’ail¬ 
leurs do rendra plus parfaite au besoin, trouveront 
lé dos sujets intéressants et relativement faciles à 
aborder, et l'occasion de produira quelques travaux 
qui seront pour sûr bien accueillis d’une certaine 
catégorie d'hommes de science parfois trop disposés, 
jusqu’ici, à n'accorder aucuno valeur aux travaux des 
linguistes, parce que ces travaux ne traitent, en gé¬ 
néral , que des sujets qu'ils no connaissent pas. Ils en 
retireront le double avantage de s’acquérir un renom 
bien mérite, et de rendre servico à la science philo¬ 
logique que l’on accuse un peu trop encore de n'abou¬ 
tir à rien de pratique et d’utile. 
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